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科普 作家 ， 另 著 有 《数学 悖 
论 与 三 次 数学 危机 》《 从 惊讶 到 
思考 一 一 数学 悖 论 奇 景 》 等 ， 参 
与 编写 《十 万 个 为 什么 ( 第 六 
版 ， 数 学 卷 ) 》 《数学 的 足迹 》 
(改变 世界 的 科学 从 书 ) 等 。 

本 书 曾 入 选 “2010 年 新 闻 出 
版 总 署 向 全 国 青少年 推荐 百 种 优 
秀 图 书 ”书目 。《 数学 悖 论 与 三 
次 数学 危机 》 在 2016 年 入 选 《 环 
球 科学 》 最 美 科学 阅读 Top10 书 
单 。 参 与 编写 的 《数学 的 足迹 》 
在 2016 年 10 月 荣获 第 四 届 中 国 科 
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书 奖 ) 金奖 。 


效 字 有 版权 声明 


图 灵 社 区 的 电子 书 没 有 采用 专 有 客 
户 端 ， 您 可 以 在 任意 设备 上 ， 
己 喜 欢 的 浏览 器 和 PDF 阅读 器 进 
阅读 。 

但 您 购买 的 电子 书 仅 供 您 个 人 使 用 ， 
未 经 授权 ， 不 得 进行 传播 。 

我 们 愿意 相信 读者 具有 这 样 的 良知 
和 觉悟 ， 与 我 们 共同 保护 知识 产权 。 


如 果 购 买 者 有 侵权 行为 ， 我 们 可 能 
对 该 用 户 实施 包括 但 不 限于 关闭 该 
帐号 等 维权 措施 ， 并 可 能 追究 法 律 
责任 。 








人 民 邮 电 出 版 社 
北 京 


DY 8H KI 一 | 


省 六 
x 


bg 
ba 
® 


| 


图 书 在 版 编目 ( CIP ) 数据 


下 








于 





电 








〈 图 灵 新 知 ) 














ISBN 978-7- 


出 版 社 , 2020.7 


115-53836-9 





金 蛋 的 数学 问题 / 韩 雪 涛 著 . -- 北京 : 人 民 邮 


[ .OO 下 … 工 .四 韩 … HL. 数学 一 普及 读物 IV . 


OO1-49 
中 国 版 本 





区 

















本 书 介绍 了 从 代数 、 几 何 、 


式 方 程 根 式 解 


AS 一 之 人 


第 三 章 介绍 欧 刀 











书馆 CIP 数 据 核 字 (2020) 第 064348 号 
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绍 素 数 问题 。 通 过 这 几 





另外 ， 书 中 还 穿插 了 数学 家 
是 什么 样 的 人 ” 同时 可 对 许多 重要 数学 思 























下 了 解 “ 数 学 家 
本 书 是 一 本 数学 科普 读物 ， 可 供 广大 师 生 及 所 有 数学 ? 



























































图 论 、 数 论 中 采 撤 出 的 6 个 经 典 数学 问题 。 第 一 章 介 绍 多 项 

问题 。 第 二 章 介 绍 几 何 三 大 问题 ， 即 用 尺 规 三 等 分 角 、 倍 立方 ， 以 及 化 圆 为 方 。 

L 里 得 第 五 公设 问题 。 第 四 章 介绍 四 色 问 题 。 第 五 章 介 绍 费 马 问题 。 第 六 章 介 
个 问题 的 清晰 介绍 ， 读 者 可 对 这 些 问 题 的 来 龙 去 脉 获得 清楚 认识 。 








的 逸事 及 相关 的 数学 思想 。 通 过 这 种 介绍 ， 读 者 可 从 更 多 侧 








想 有 更 透彻 的 认识 。 

















爱好 者 阅读 。 
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美国 数学 家 哈 尔 莫 斯 说 过 :“ 问 题 是 数学 的 心脏 。” 这 一 数学 名 言 言 简 


意 赎 地 点 明了 数学 问题 对 数学 的 重要 性 。 
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1900 年 8 月 ,在 巴黎 召开 的 第 二 次 国际 数学 家 大 会 上 ， 德 国 数 学 家 希 
尔 伯 特 做 了 题 为 《数学 问题 》 的 著名 演讲 。 这 一 演讲 ， 成 为 世界 数学 史 的 
重要 里 程 碑 ,为 20 世纪 的 数学 发 展 揭 开 了 光辉 的 一 页 。 在 这 次 演讲 中 ， 希 
尔 伯 特 提出 了 23 个 当时 未 解决 的 难题 一 一 后 来 以 “ 希 尔 伯 特 问题 ”著称 ， 
而 对 这 些 难题 的 研究 激励 、 推 动 了 20 世纪 整个 数学 的 发 展 。 
























































































































































































































































1985 年 ， 美 籍 华 裔 数学 大 师 陈 省 身 在 南开 大 学 数学 研究 所 成 立时 指 
出 ,“ 一 定 要 做 好 的 数学 ”“ 有 好 的 数学 和 不 好 的 数学 之 分 " “要 从 年 轻 时 就 


懂得 欣赏 好 的 数学 ”。 
















































































从 这 两 个 事例 中 ， 我 们 可 体会 到 好 的 数学 问题 对 数学 的 重要 性 。 那 么 ， 
什么 是 好 的 数学 问题 呢 ? 在 陈省身 看 来 ， 只 有 那些 不 断 深入 、 有 发 展 前 途 、 
可 以 影响 许多 学 科 的 数学 问题 才 是 “好 的 数学 ”， 如 解 方程 。 而 另 一 些 数 
学 问题 虽然 可 能 也 诸 有 意思 ， 但 难以 有 进一步 发 展 ， 它 们 就 是 “不 好 的 数 
学 ”， 如 “拿破仑 定理 "。 在 希 尔 伯 特 看 来 ， 好 的 数学 问题 在 于 它 有 用 且 增 
进 知 识 ， 数 学 史上 的 重要 问题 就 在 于 其 能 创造 新 方法 、 建 立新 理论 、 开 辟 


新 领域 。 简 单 说 ， 好 的 数学 问题 就 是 能 为 数学 “下 金 蛋 ”的 数学 问题 。 
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纵 观 数学 发 展 史 ， 这 类 重要 的 、 有 价值 的 数学 问题 可 谓 不 胜 枚 举 。 本 书 所 要 介绍 
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E 是 从 代数 、 几 何 、 








图 论 、 

















数论 









































1， 我 们 介绍 多 项 式 方 程 根 式 解 问 




















心 问题 : 解 方程 。 通 过 对 这 
步 发 展 起 来 的 。 我 们 还 将 和 
向 了 新 的 方向 。 
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采 报 出 的 6 个 经 典 数 学 问题 。 











到 ， 


题 。 这 一 问题 涉及 的 是 代数 的 
问题 的 介绍 ， 我 们 将 看 到 代数 学 是 如 何 随 着 这 


下 是 问题 

















最 终 的 解决 ， 























一 章 中 ， 我 们 介绍 几何 三 大 问题 ， 即 

















尺 规 三 于 分 起 





方 ， 以 及 化 


倍 立 

















Et YIZ 

















较为 方 。 这 一 类 问题 让 














上 遇 


转 酉 














1 A 
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看 几何 ， 而 问题 的 解决 要 以 








2 
ez) 














因此 ， 我 们 在 这 一 章 











三 











第 三 章 中 ， 我 们 介绍 欧 几 里 


但 对 它 2000 多 年 的 探讨 却 促使 了 非 欧 几 何 的 创立 。 我 们 还 将 看 到 , 

















单 介绍 一 下 解析 几何 。 











得 第 五 公设 问题 。 这 
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孚 析 几 何 作为 工具 。 







































































在 第 四 章 中 ， 我 们 介 


于 图 论 。 我 们 将 看 到 




















的 产生 对 数学 的 重要 意义 及 其 在 相对 i 





绍 四 色 间 








， 诞 生 于 数学 游戏 的 拓扑 和 




















题 。 这 一 问题 属 了 





























的 应 用 。 


问题 来 





了 欧 氏 平面 几何 ， 


欧 几 何 
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拓扑 学 ， 或 更 确切 


地 说 ， 属 
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步 发 


究 得 到 进 




































































展 的 。 最 终 四 


证 明 等 问题 的 深入 探讨 。 


绍 费 马 问题 。 



































色 问 题 的 计算 机 证 明 ， 又 引 











图 论 是 如 何 随 着 四 色 间 题 





发 了 人 们 对 数 

















并 简单 介绍 在 数论 




















期 发 展 


这 一 问题 属于 数论 。 我 们 的 介绍 亦 将 从 数 
Ei 


' 做 出 重要 贡献 的 几 位 数学 家 及 











们 将 以 英国 数学 家 怀 尔 斯 的 
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看 到 ， 









































新 的 数学 分 六 











1， 我 们 介 
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二 5 是 











绍 素数 问 

















题 。 这 一 同样 属于 数论 的 问题 曾 被 列 入 希 尔 f 


I 梦 之 旅 作为 这 出 精彩 数学 戏 
时 期 的 数论 伴随 着 这 一 问题 的 和 
代数 数论 。 











究 而 得 以 扩 












































特 23 个 问题 








1， 也 称 为 硕 尔 从 

















特 第 8 问 题 。 这 是 











个 涵盖 盏 


非常 广 的 问题 。 



































我 们 将 主要 介绍 数学 之 圣杯 : 黎 曼 猜想 。 这 一 问题 与 本 书 前 5 章 介绍 的 问题 
加 | 


























有 一 个 重要 差别 : 前 者 都 是 已 经 获 解 的 问题 ， 而 只 有 黎 曼 猜想 ， 这 一 被 许多 


数学 家 认为 是 最 重要 的 数学 问题 至 今 仍 是 尚未 有 人 登 项 的 数学 高 峰 。 
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过 这 几 个 问题 的 清晰 介绍 ， 读 者 可 对 这 些 问题 的 来 龙 去 脉 获 得 清楚 认识 。 而 介 


随 着 这 一 过 程 ， 读 者 的 数学 旅程 亦 将 成 为 反复 体验 “从 惊讶 到 思考 ”的 快乐 之 旅 。 


瑟 | 
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首先 ， 读 者 会 为 这 几 个 背 名 难题 拥有 的 “困难 性 和 简单 性 的 某 种 巧妙 组 合 ”特征 






























































而 惊讶 。 简 单 性 ， 是 指 问题 本 身 清楚 、 易 于 理解 。 正 是 这 一 特点 吸引 、 诱 惑 着 无 数 人 
寻找 问题 解决 钥匙 的 道路 。 同 时 ， 无 数 尝试 者 的 失败 也 揭示 出 这 些 看 似 简单 的 问 
题 实 质 上 极度 困难 。 这 种 问题 表述 “非常 简单 ”和 问题 求解 “极度 困难 ”的 鲜明 对 立 ， 


是 这 些 问题 的 特别 迷人 之 处 ， 也 是 令 人 惊叹 之 处 。 





















































































































































































































































其 次 ， 当 看 到 这 些 问题 的 最 终 解答 时 ， 读 者 可 能 有 更 大 的 尺 讶 感 。 一 方面 ， 有 些 






































问题 的 答案 本 身 出 人 意料 ， 如 高 于 四 次 的 一 般 多 项 式 方 程 没有 根 式 解 。 另 一 方面 ，: 
出 人 意料 的 是 问题 的 解决 途径 。 比 如 ,为 了 证 明 看 上 去 很 简单 的 四 色 间 题 ， 我 们 不 得 
不 借助 于 电子 计算 机 。 再 如 ,为 了 证 明 费 马 大 定理 ,数学 家 们 不 得 不 忽 上 一 个 大 圈子 
证 明 谷 山 - 志 村 猜想 ， 而 为 了 证 明 谷 山 - 志 村 猜想， 怀 尔 斯 不 得 不 综合 利用 现代 数 和 


许多 分 支 的 成 就 。 
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最 后 ， 读 者 可 能 惊讶 于 这 些 数学 问题 孵 出 的 金 蛋 之 多 。 通 过 书 中 例证 ， 我 们 会 清 
楚 认 识 到 ， 数 学 中 的 重要 问题 ， 往 往 会 成 为 新 思想 发 展 的 酵母 。 为 了 解决 问题 ， 数 学 
家 们 往往 要 提出 新 概念 、 新 思想 ， 创 立新 方法 ， 得 到 新 发 现 ， 而 这 些 真 知 灼 见 ， 甚 至 
可 能 的 针 新 分 支 的 大 门 。 比 如 ， 正 是 在 研究 多 项 式 方程 的 根 式 解 问题 中 ， 天 才 数 
学 家 伯 罗 瓦 提出 了 群 论 。 再 如 ， 在 费 马 大 定理 的 研究 中 ,德国 著名 数学 家 库 默 尔 提出 
了 理想 数 思想 ， 其 新 思想 虽然 没有 彻底 解决 费 马 猜想 ,但 极 大 推动 了 代数 数论 的 发 展 。 




























































































































































































































































































































































































从 不 断 的 惊讶 中 ， 读 者 不 仪 会 对 这 些 重要 的 数学 问题 有 所 认识 ， 从 中 领略 它们 的 
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Ne > 
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魅力 ， 而 且 可 深切 体会 “重大 而 关键 的 问题 是 活 的 血液 ， 是 推动 数学 发 展 的 重要 动力 


源泉 "。 更 重要 的 是 ， 读 者 在 尺 唐 之 余 ， 还 可 做 多 角度 、 多 层次 的 深入 思考 。 























































































































口 数学 是 一 个 不 可 分 割 的 有 机 整体 ， 它 的 生命 力 正 在 于 各 个 部 分 之 间 的 联系 。 
我 们 从 本 书 的 介绍 中 会 反复 体会 到 : 在 一 个 领域 中 发 展 的 成 果 ， 将 成 为 解决 
另 一 个 似乎 无 关 领 域 中 突出 问题 的 关键 因素 。 而 这 种 稳 国 出 现 的 联系 证 实 了 

















































































































口 一 般 来 说 ， 如 果 继 续 沿 着 前 人 的 老路 去 解决 著名 数学 问题 ， 小 改 小 革 难 以 奏 
效 ， 对 于 有 几 百 年 历史 的 老 问 题 尤 其 如 此 。 一 个 历史 的 经 验 是 ， 要 解决 1 
必须 找到 新 方法 和 新 途径 ,特别 是 发 现 与 其 他 领域 的 新 关系。 自然 ， 想 依靠 


初等 方法 解决 这 类 篆 名 难题 的 努力 注定 会 是 徒劳 的 。 
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口 我 们 还 会 体会 到 ， 抽 象 的 与 高 深 的 数学 是 必要 的 。 现 代数 学 抽象 化 的 趋势 ， 
不 免 引 起 人 们 对 数学 的 误解 ， 认 为 数学 只 是 少数 怪 杰 才能 问津 旦 远离 现实 的 
象牙 塔 。 实际 上 ,数学 的 抽象 绝 不 是 无 源 之 水 、 无 本 之 木 。 书 中 提 到 的 群 论 

E 即 是 很 好 的 例证 。 
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真正 想 从 事 数 学 研究 ， 并 有 志和 解决 世界 数学 难题 的 人 ， 应 该 明白 自己 努力 的 方 
向: 打下 良好 的 基础 ， 具 备 相当 的 数学 知识 与 修养 ， 掌 握 所 研究 领域 和 课题 已 有 的 成 
果 、 方 法 和 最 新 文献 ， 在 此 基础 上 ， 再 做 进一步 的 探讨 。 也 就 是 说 ， 任 何 世 界 难题 的 
解决 ， 都 建立 在 对 前 人 成 功 与 失败 的 深入 了 解 的 基础 之 上 。 如 果 认 为 自己 可 以 完全 独 


立 男 造 一 片 天 空 ， 以 解决 前 人 未 能 解决 的 间 题 ， 这 只 能 是 白费 力气 。 
























































































































































































































































































































































从 惊讶 到 思考 ， 我 们 将 加 深 对 “数学 是 什么 ”的 理解 ， 而 且 还 可 体会 到 数学 之 





















































另外 ， 书 中 还 穿插 了 数学 家 的 逸事 及 相关 的 数学 思想 。 通 过 这 种 介绍 ， 读 者 可 从 更 
多 侧面 了 解 “数学 家 是 什么 样 的 人 ”， 同 时 可 对 许多 重要 数学 思想 有 更 透彻 的 认识 。 
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本 书 是 一 本 数学 科普 读物 ， 可 供 广大 师 生 及 所 有 数学 爱好 者 阅读 。 




















本 书 在 写作 过 程 中 参考 了 大 量 的 数学 书籍 (书后 附 有 主要 的 参考 文献 )， 讶 向 这 些 
书 的 作者 和 译 者 表示 真诚 的 谢意 。 男 外 ， 本 书 在 写作 过 程 中 还 参考 了 部 分 网 上 相关 
料 ， 书 中 部 分 图 片 也 是 通过 搜索 引擎 在 网 上 找到 的 ， 在 此 诊 向 这 些 网 文 与 图 片 作 寺 
厂 的 来 源 ， 还 请 见 这 。 
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所 有 者 表示 感谢 。 本 书 无 法 一 一 注 明 参考 网 文 与 



















































































最 后 需要 说 明 的 是 ， 书 中 不 足 或 错误 在 所 难免 ， 我 真诚 地 期 望 能 得 到 读者 朋友 的 
指正 。 如 果 你 有 什么 意见 或 建议 ， 可 以 通过 电子 邮箱 zhhxt@163.com 与 我 联系 。 
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程 )， 有 时 也 称 代数 方程 ] 求解 ( 根 ) 公式 的 探寻 历程 ， 











， 我 们 将 介绍 多 项 式 方程 [ 即 一 元 n 次 方程 (以 下 简称 n 次 方 
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这 种 公式 要 求 通 




















对 方程 的 系数 进行 

















有 限 次 四 则 运算 




















方程 的 求解 公式 离 不 


根 式 ， 所 上 

















为 根 式 解 问题 。 人 类 对 











此 的 最 早 演 试 可 追溯 














方 运算 ， 最 终 给 出 方程 的 解 。 











| 
































































































































人 们 也 把 多 项 式 方程 的 求解 公式 问题 称 
到 遥远 的 古代 文明 。 








































































































































































































































































































历史 学 家 往往 把 兴起 于 古 埃及 、 美 索 不 达 米 亚 、 中 国 和 印度 等 地 域 的 
古代 文明 称 为 “河谷 文明 "， 而 早期 数学 就 是 在 尼罗河 、 底 格 里 斯 河 与 幼 发 
拉 底 河 、 黄 河 与 长 江 、 印 度 河 与 恒 河 等 河谷 地 带 首先 发 展 起 来 的 。 从 可 考 
证 的 史料 看 ， 古 埃及 与 美 索 不 达 米 亚 的 数学 在 年 代 上 更 为 久远 ， 只 是 在 公 
元 前 均 告 衰微， 崛起 稍 晚 的 中 国 与 印度 的 数学 则 延续 到 公元 纪元 之 后 并 在 

世纪 狐 于 高 潮 。 

在 本 节 中 ， 我 们 将 简单 介绍 十 埃及 与 美 索 不 达 米 亚 这 两 个 河谷 文明 在 
求解 多 项 式 方程 方面 取得 的 成 就 ， 中 国 和 印度 在 这 方面 的 贡献 将 放 在 第 二 
节 中 做 介绍 。 








德 纸 草书 》 因 1858 年 为 苏格兰 收藏 家 莱茵 德 收 藏 而 得 名 。 
一 位 名 叫 阿 姆 十 (Ahmose ) 的 僧侣 抄录 的 ， 书 的 开头 写 道 
事物 和 模糊 秘密 的 指南 。” 后 世 也 以 《 阿 姆 士 纸 草书 》 作 为 书 





右 埃 及 人 的 成 就 
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人 们 对 古 埃及 数学 知识 水 
































的 了 解 主 要 来 自 幸 存 至 今 的 两 部 纸 草书 。 








部 叫 《 莱 


bt 





















































已 是 在 公元 前 1650 年 左 不 









































:“ 鹤 而 








条 的 计算 。 立 明 一 切 现 有 




































































































































































。 根 据 书 的 前 言 还 知道 ， 























































































































































































































































































































阿 姆 士 并 非 书 的 原著 者 ， 他 抄录 的 其 实 是 一 部 已 经 流传 了 两 个 多 世纪 的 更 古老 的 著作 。 

另 一 部 称 为 《莫斯科 纸 草 书 》 它 在 1893 年 为 一 位 俄罗斯 收藏 者 获得 ，1912 年 转 
为 莫斯科 博物 馆 所 有 ， 并 因 之 得 名 。 据 研究 ， 它 出 自 约 公元 前 1890 年 一 位 佚名 作 专 
之 手 。 

这 两 部 纸 草书 是 古 埃及 最 重要 的 传世 数学 文献 。 它 们 都 是 各 种 类 型 的 数学 问题 集 。 
《莱茵 德 纸 草书 》 主 体 部 分 由 84 个 问题 组 成 ,《 莫 斯 科 纸 草书 》 则 包括 了 25 个 问题 。 
在 这 些 问题 有 些 可 以 归 为 今天 所 说 的 代数 方程 的 范畴 。 我 们 训 析 其 个 简单 例 
子 来 看 一 下 。 

《对 sg 

之 > 欠 A 至 [了 < AND!S ,LA 

东 AZ 之 x 忆 总 “A 
> = Ms | 

上 图 是 《莱茵 德 纸 草书 》 第 24 题 的 僧侣 文 原文 ， 第 一 个 字 如 下 图 所 示 
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读音 类 似 “ 阿 哈 ”(aha) 或 “ 呵 ”(hau)， 意 思 是 “一 堆 "， 相 当 于 方程 中 的 未 知 
数 。 整 个 题目 可 意译 为 : 已 知 “ 扒 ”与 七 分 之 一 “ 扒 ” 相 加 为 19， 求 “ 推 ”的 值 。 















































































































































古 埃及 人 对 此 间 题 的 解法 比较 有 趣 。 他 们 先 把 7 人 ee 实验 值 ， 代 入 得 数 


8， 但 应 得 结果 是 19， 这 两 个 结果 之 比 是 铬 7 乘 以 字 2 即 得 出 正确 的 答案 。 















































































































































《莱茵 德 纸 草书 》 第 26 个 问题 也 使 用 了 这 种 技巧 。 这 个 问题 可 意译 为 : 求 一 未 知 
数 ， 它 与 自身 的 - 相 加 的 结果 为 15。 纸 草书 中 的 解法 如 下 : 假设 答 数 为 4， 那 么 4 加 4 
为 5…… 找 一 个 乘 以 5 能 得 到 15 的 数 ， 答 案 是 3， 再 用 4 乘 以 3， 答 案 是 12。 














































































































这 种 解法 被 称 为 “ 假 位 法 ”"， 实 质 上 是 一 种 算术 方法 : 先 假设 一 个 特殊 的 数 作为 
“ 扒 ” 值 ， 将 其 代入 等 号 左边 去 运算 ， 然 后 比较 得 数 与 应 得 结果 ， 再 通过 比例 方法 确 
未 知 数 的 真 值 。 这 种 假 位 法 是 《莱茵 德 纸 草书 》 中 普遍 使 用 的 方法 ， 因 其 过 程 采 用 ] 
一 次 假设 ， 故 这 种 解法 也 叫 “ 单 假设 法 ”。 
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对 此 ， 著 名 数学 史家 史密斯 曾 评 述说 :“ 世 界 曾 经 为 形 如 ax+b=0 的 方程 所 困惑 
过 ， 这 似乎 是 不 可 思议 的 ,但 是 古代 数学 家 为 解 这 种 方程 ， 确 实 曾 求助 于 一 种 比较 烦 
琐 的 方法 ， 这 种 方法 后 来 在 欧洲 称 为 “ 假 位 法 '。” 





























































































































不 过 ， 古 埃及 纸 草书 中 也 记载 了 用 我 们 现代 的 方法 来 求解 一 次 方程 。 例 如 ,《 英 斯 
科 纸 草书 》 中 有 一 个 例子 是 : 求 一 个 数 ， 它 的 1 倍加 上 4 等 于 10。 现代 的 记号 于 
示 即 15x+4=10， 其 解法 是 : 首先 10 减 去 4， 然后 将 6 乘 以 3， 得 解 为 4。 
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在 纸 草书 中 ， 古 埃及 人 还 求解 了 形 如 x+ax =4b 或 X+ax+bx=c 的 一 次 方程 。 除 了 
含有 一 个 未 知 数 的 一 次 方程 问题 外 ， 古 埃及 人 还 人 研究 并 处理 了 简单 的 二 次 方程 。 如 在 
别 的 纸 草书 中 有 一 个 问题 : 把 一 个 面积 为 100 的 正方 形 分 为 两 个 小 正方 形 ， 使 其 中 


、 1 
个 的 边 长 是 男 一 个 的 了 这 个 问题 用 现代 的 记号 表示 为 : 
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我 们 看 到 ， 从 这 一 问题 可 引出 一 个 二 次 方程 。 有 意思 的 是 ， 古 埃及 人 对 此 的 处 理 










































































4 
为 了 的 正方 形 面积 只， 而 题目 中 大 正方 形 的 边 长 是 10， 两 者 的 比 是 10: 本 =8， 因此 将 原 假 


设 的 边 长 扩大 8 倍 ， 得 x=8， 而 ?=8x 了 =6， 此 即 为 原 问 题 的 正确 答案 。 


要 、、 | 本 3 SD , 
也 是 使 用 假 位 法 。 其 解 题 思路 是 : 先 假设 x=1， 则 y=， S| 右 端 是 边 长 
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可 以 看 至 


Le 


， 古 埃及 人 解决 了 相当 于 ax? = 了 类 型 的 最 简单 的 二 次 方程 。 














古巴 比 伦 人 的 成 就 



































美 索 不 达 米 亚 文明 (其 典型 代表 是 古巴 比 伦 文明 ) 大 约 在 公元 前 3500 年 出 现 于 底 
格 里 斯 河和 幼发拉底 河流 域 。 人 们 对 其 的 了 解 来 自 保 存 至 今 的 约 50 万 块 泥 板 。 
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十 巴比伦 人 兽 用 尖 芒 管 在 湿 泥 板 上 刻写 枫 形 文字 ， 然 后 将 泥 板 晒 干 或 供 干 。 后 来 ， 
人 们 挖掘 出 大 量 这 种 不 易 毁 的 泥 板 。 这 些 被 保存 下 来 的 泥 板 中 有 300 多 块 属于 数学 文 
献 。 它 们 主要 分 属 两 个 相隔 迁 远 的 时 期 。 一 大 批 是 公元 前 2000 年 头 几 个 世纪 的 遗物 ， 
还 有 许多 则 来 自 公元 前 1000 年 后 半期 。 通 过 研究 这 些 泥 板 文 书 ， 人 们 发 现 十 巴比伦 人 
在 多 项 式 方程 求解 方面 表现 出 高 度 的 技巧， 取得 了 十 分 可 观 的 成 就 。 
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对 于 一 次 方程 ， 古 巴比伦 人 或 许 觉得 简单 ， 没 有 过 多 探讨 。 在 留 下 的 资料 中 很 少 
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有 这 类 方程 ， 并 且 没 有 提供 求解 算法 。 如 一 块 泥 板 上 有 这 样 的 问题 : 一 块 石头 ， 加 上 
它 的 了 ， 得 到 个 重量 ， 在 这 个 重量 之 上 加 它 的 十， 得 到 1 马 那 (mana， 重 量 音 
位 )， 问 这 块 头 有 多 重 ” 这 个 问题 相当 于 方程 x+ 过 + 二 | x+ 三 j=1， 可 解 得 x= 了 2 
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马 那 。 答 案 是 正确 的 ， 但 没有 解 题 的 过 程 。 
我 们 已 看 到 古 埃及 人 主要 讨论 的 是 一 次 方程 ， 对 于 二 次 方程 则 仅 涉 及 最 简单 的 情 
乡 ax =b 。 与 之 不 同 ， 古 巴比伦 人 的 突出 成 就 恰恰 表现 在 求解 二 次 方程 方面 ， 这 也 
是 他 们 的 一 个 主要 研究 领域 。 事实 上 ,许多 古巴 比 伦 泥 板 上 列 有 大 量 的 二 次 方程 。 例 
如 一 块 泥 板 文书 中 有 这 样 的 问题 ， 已 知 igibum ( 依 几 布 姆 ) 比 igum ( 依 古 姆 ) 大 7， 问 


igibum 和 igum 各 为 多 少 ? 























这 是 


个 数 的 专 有 术语 。 值 


的 igibum 和 igum 是 证 























外 需要 说 明 的 是 ， 古 
位 ， 相 当 于 60 个 小 自 


igum， 则 上 述 问 题 相 当 卫 


;省 





























得 注意 





















































巴比伦 人 使 
位 ， 而 问题 
求解 方程 组 : 


的 是 ， 百 





巴 比 


比 伦 数 学 文献 
















































































] 60 进 








制 ，igibum 与 igum 乘积 为 1，1 指 
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j* + 己 ， 这 与 我 们 











的 正确 解法 




















一 口 


巴比伦 人 也 给 出 J 


给 定 的 数 
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o 








的 7 则 是 小 前 


Xxy=60 





XxX—y=7 


[我们 所 熟知 的 ， 这 可 转化 为 求解 一 个 二 次 方程 立 -7xz-60=0， 古 


7 7 
二 ,中 一 | +60+ 一 =12 。 巡 相当 
加 这 相 


于 对 二 次 方程 x* -px-g=0 使 





记号 表示 了 未 知 量 。 





表示 互 为 倒数 ( 即 乘积 为 1) 的 两 
从 人 在 这 里 相当 3 















































2 
es +Vp +4 i 
更 熟悉 的 x= 全 Y2 一 -人 显然 是 等 价 的 。 











si 
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个 大 单 


和 位。 于 是 奉 以 x 表示 igibum，y 
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巴比伦 人 给 


3 了 求 根 公 式 


一 类 似 问 题 一 一 求 一 个 数 ， 使 它 和 它 的 倒数 之 和 等 于 一 个 

















进而 ， 古 忆 


, 比 伦 人 还 研究 并 解决 了 更 





积 ， 求 这 两 个 数 。 对 要 求 的 两 个 未 知 量 ， 他 们 使 














的 积 使 


的 单词 是 
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面积 (asa )。 所 要 解决 的 | 
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想 处 理 


的 是 矩形 的 本 
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生 的 一 种 标准 
































积 、 周 长 与 边 长 之 间 的 关系 。 




















问题 的 陈述 都 使 人 想到 ， 古 
事实 上 ， 他 们 研究 的 这 种 标准 


巴 比 





式 : 已 知 两 数 的 和 与 


的 单词 是 长 (us )、 宽 (sag )， 对 7 









































El 化 弓 7T 机 和 
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相当 于 ; 已 知 矩 形 











人 同人 沾 \， 
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定 和 矩形 


























又 迫切 ， 因 为 当时 
懂得 多 的 人 就 利 





























次 骗 他 人 ， 在 


种 错误 认识 : 
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dT 
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Vio 





问题 的 求解 在 古代 既 








下 要 














矩形 的 面积 完全 取决 于 



































占 人 














让 的 同 
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蕊 的 周 长 。 许 多 




















时 还 赢得 了 慷慨 的 

































































己 拿 到 周 长 较 小 面积 较 大 的 土地 ， 给 别人 周 长 较 大 面积 较 小 的 土 














地 。 














































































































































































































他 们 




























































































































































































































































































不 过 ， 随 着 时 间 的 推移 ， 这 一 问题 逐渐 失去 几何 意义 ，“ 长 ”“ 宽 ”这 些 几 何 术语 
也 慢 慢 成 为 表示 未 知 量 的 标准 符号 ， 并 演变 成 抽象 的 代数 符号 ， 相 当 于 我 们 熟悉 的 x 
和 y。 因 此 ， 十 巴比伦 人 研究 的 这 种 标准 形式 用 现代 的 代数 语言 来 叙述 ， 那 就 是 : 已 
知 x+y=p, Xx*y》=g， 求 x,y。 

十 巴比伦 人 用 下 述 五 个 步 又 求 这 两 个 数 : 

(1) 取 p 的 一 半 ; 

(2) 将 此 数 平方 ; 

(3) 从 中 再 减 去 9 ; 

(4) 对 所 得 结果 开平 方 ; 

(5) 再 加 p 的 一 半 得 出 所 求 两 数 中 的 一 数 ， 从 p 中 减 去 这 个 数 得 出 另 一 个 数 。 

容易 明白 ， 他 们 所 解 的 方程 组 可 转化 为 二 次 方程 ， x? px+g =0。 而 他 们 的 五 步 

2 

解法 ， 用 现代 代数 语言 来 写 就 是 ，x = 名] -4 + 名 ，y=p -x。 这 与 我 们 更 名 秋 的 形 
ee pe 然 是 等 价 的 。 

除 求解 由 方程 组 获得 的 二 次 方程 外 ， 古 巴比伦 人 也 求解 单个 的 二 次 方程 。 如 有 这 
样 一 个 问题 : 一 正方 形 的 面积 与 它 的 条 边 的 3 之 和 为 二 ， 求 其 边 长 。 

















现代 的 术语 来 说 ， 就 是 要 














SN 





解 方程 x +=x= 一 。 古 巴比伦 人 求解 的 步 又 与 方法 














i 
: 取 一 的 一 半 ， 
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De 
3 取 的 
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， 然 后 将 这 个 结果 与 一 相 
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13 
加 , 得 1 一 ， 这 
侍 : 36 


‘ER 式 \ 起 
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NNN 


Co 


7 
6 











个 值 


的 平方 。 从 三 城 去 得了， 这 就 是 所 需要 的 边 长 。 这 一 算法 可 以 翻译 成 现代 











三] 
-EE 




















求解 方 程 +bx = 的 公式 ， 即 x= 外“ 攻 >。 可 以 看 出 ， 这 是 二 次 方程 求 根 公式 
的 一 种 解 形式 。 


























































































































































































































还 有 一 个 问题 如 下 : 如 果 某 正方 形 的 面积 减 去 某 边 长 得 870， 问 边 长 是 多 少 ? 
现代 的 代数 语言 表示 ， 即 解 方程 如 _x=870 。 泥 板 给 出 的 解法 是 : 取 1 的 一 半 , 得 
[ 和 1 1 1 3481 59 a $59 =- 

; 以 上 乘 以 +， 得 +; 把 + 加 在 870 上 ,得 3481 ， 它 是 青 的 平方 ， 殖 再 加 上 
7 2 了 加 在 得 一 是 地 的 平方 三 力 
了 ， 结 果 是 30。 这 一 算法 可 以 很 容易 地 翻译 成 现代 求解 方程 忆 =bx+e 的 公式 ， 妈 

p 
| 二 + 。 可 以 看 出 ， 这 也 是 二 次 方程 求 根 公式 的 一 种 解 形式 。 


2 






































比 外 ， 古 巴比伦 人 还 研究 并 给 出 了 形 如 x +c= bx 的 方程 的 正确 解法 。 









































可 以 看 到 ， 证 巴比伦 人 把 不 缺 项 二 次 方程 分 成 了 不 同 的 形式 并 分 别 求解 ， 现 代 读 
可 能 会 对 此 深 感 困惑 。 古 巴比伦 人 为 什么 不 像 我 们 现在 所 做 的 这 样 把 二 次 方程 统一 
处理 ， 而 非 要 自 找 麻烦 呢 ? 原 因 在 于 ， 古 代 没 有 人 负数 的 概念 。 因 此 ， 未 知 数 的 系数 、 


常数 及 方程 的 解 都 必须 是 正 数 。 这 样 ， 要 研究 的 不 缺 项 二 次 方程 就 被 分 成 三 种 基本 类 
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?+c=bx (其 中 b、c 均 为 正 数 )， 而 且 要 对 不 同 的 类 型 分 
里 方程 的 方式 在 数学 发 展 上 延续 了 














型 . x*+bx=c、 Xx*=bxtc、 x 
别 求解 。 通 过 后 面 的 介绍 ， 我 们 会 明白 这 种 分 类 


相当 长 的 时 期 。 





























































































































所 有 这 三 类 方程 在 证 巴比伦 泥 板 文书 中 都 可 以 找到 ， 并 都 给 出 了 正确 的 解 算 程序 。 
而 古巴 比 伦 人 也 清楚 如 何 把 给 定 的 二 次 方程 转化 成 上 面 三 类 方程 之 一 。 可 以 说 ,古巴 
比 伦 人 已 经 圆满 地 解决 了 二 次 方程 的 求解 问题 ， 这 在 古代 特别 是 几 千 年 以 前 是 相当 非 
几 的 成 就 。 不 过 ， 需 要 指明 的 是 ， 古 巴比伦 人 并 没有 真正 地 使 用 类 似 如 今 多 项 式 方程 
的 概念 ， 其 解法 也 都 是 通过 文字 来 叙述 求解 步骤。 事实 上 ， 他 们 所 谓 的 算法 是 由 一 个 
个 简练 的 短语 或 句子 组 成 的 ， 没 有 “等 号 ”或 其 他 简 尘 符号 。 自 然 ， 因 为 没有 符号 对 


示 法 ， 所 以 也 不 可 能 给 出 我 们 现在 所 使 用 的 一 般 二 次 方程 的 求 根 公式 ， 他 们 所 能 做 的 
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只 是 给 出 具体 例题 ， 
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以 前 


后 人 对 此 做 出 


示 法 





























这 些 具 


的 求解 来 说 明 

















本 例题 
























































此 外 ,古巴 





ss 
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， 他 们 在 解 题 时 才 会 遇 到 
人 们 不 得 不 























XY 


的 三 次 


= 





下 





思路 可 


此 ， 这 解 应 有 误差 ， 假 设 误差 是 z， 则 可 设 真 了 


了 使 计算 简洁， 








能 如 Ne 





























Ea p 
若 取 x= 芋 和 y= 
Be Dn 2 

















那么 多 





困 X 








虽 给 出 了 求解 的 正确 


些 推 测 ， 比 如 “已 知 xX+y=p, XxX:y=g， 求 x,y”,， 
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E。 这 样 的 
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除了 有 效 地 解决 一 般 的 不 缺 项 
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方程 。 像 最 


和 200 多 匡 
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2 
2 =4o 


此 可 























次 方程 外 ,十 


般 解 法 


。 也 正 是 由 于 没有 
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E 是 代数 语言 系统 发 










































































Ff 足 x+y=p， 但 不 一 定 记 
pi 
E 的 解 x 本 


各 
六 得 到 2 = 加 sg 





























进而 ， 可 得 出 y 。 














比 伦 人 还 处 








了 证 埃及 人 未 探讨 
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简单 的 x ” =a ， 主 要 通 


巴比伦 人 编制 了 大 量 的 数 委 
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立方 表 或 立方 根 表 















































表 o 在 现 














来 求解 。 
了 的 300 多 块 数学 泥 板 文书 








事实 上 , 为 
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表 ， 包 括 乘 法 表 























、 倒 数 表 、 

















立方 


借助 





























根 表 ， 甚至 还 























现成 的 表 妈 


对 一 个 特别 

















平 。 古 巴比伦 人 先 运用 了 代 换 的 方法 : 
转化 为 y+y =252 ， 查 表 得 y=6 ， 因 此 x= 1 























求解 ， 


了 指 








三 次 方程 144z +12x? =21 的 解决 ， 显 示 了 他 1 





























数 表 、 对 数 表 。 对 
因为 古 





























































































































巴比伦 人 编 有 专门 的 ww +n* (其 





平方 表 、 


如 x” +x? =a 的 混合 三 次 方程 ， 他 们 








平方 根 表 、 





立方 表 、 
































in 








为 整数 ) 的 数值 表 。 














[在 解 方程 方 


F 设 y=12x ， 从 而 把 




















的 高 超 水 
方程 









































> 。 在 没有 现代 符 
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因 
y=b 本质 上 属于 同一 类 型 ， 这 








的 情况 下 ， 能 够 认识 















































































































































































































































到 方程 (oo +(ax)” =。b 与 y+ 初等 的 代数 变换 思想 在 
当时 是 了 不 起 的 成 就 。 

古巴 比 伦 人 在 研究 中 还 涉及 并 解决 了 简单 的 四 次 方程 。 比 如 泥 板 中 有 这 样 一 个 问 
题 : “我 把 长 乘 宽 得 面积 10。 我 把 长 自 乘 得 面积 ， 我 把 长 大 于 宽 的 量 自 乘 ， 再 把 这 个 结 
果 乘 以 9。 这 个 面积 等 于 长 自 乘 所 得 的 面积 。 问 长 和 宽 是 多 少 ?” 

如 我 们 上 面 已 经 介绍 到 的 ， 这 里 的 文字 长 、 宽 ， 只 不 过 是 两 个 未 知 量 的 方便 说 法 ， 
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当 于 我 们 的 x、y。 于 是 这 个 问题 用 现在 的 符号 可 表示 为 : 














xy=10 
9x(x—y) =x? 




















在 解 这 一 方程 组 时 ,会 得 到 x 的 一 个 四 次 方程 ， 但 其 中 缺少 x 和 x 项， 因而 这 个 
方程 可 作为 x* 的 二 次 方程 来 解 。 证 巴比伦 人 给 出 了 这 一 问题 的 正确 答案 。 


















































了 3 
































通过 上 述 的 介绍 ， 我 们 看 到 古巴 比 伦 人 可 以 
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满 解决 一 次 、 二 次 方程 ， 可 以 求解 
部 分 特殊 的 三 次 、 四 次 方程 ， 古 巴比伦 人 在 多 项 式 方程 研究 方面 取得 的 成 就 在 古代 数 


学 中 确实 是 非常 突出 的 。 














































































































Ar 一 二 
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两 位 代数 学 之 父 





























对 于 比较 简单 的 多 项 式 方程 的 求解 方法 ， 许 多 古代 民族 都 在 探索 中 得 
到 了 正确 的 结果 。 我 们 在 上 一 节 中 介绍 了 十 埃及 人 ， 特 别 是 证 巴比伦 人 在 
面 取得 的 引 人 注 目的 成 就 。 在 本 节 中 ， 我 们 将 简要 介绍 一 下 古代 中 国 


与 古 印 度 在 多 项 式 方程 求解 中 取得 的 成 就 。 
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比 外 ， 多 项 式 方程 的 求解 与 代数 学 的 发 展 有 着 极为 紧密 的 联系 。 
FE， 直到 19 世纪 ,求解 n 次 方程 一 直 是 代数 学 研究 的 中 心 课题 。 因 此 ， 
们 将 在 本 节 中 介绍 两 位 “代数 学 之 父 ”， 并 着 重 介 绍 他 们 在 多 项 式 方程 求解 


方面 的 贡献 。 





























































































































所 和 硕 腊 的 丢 番 图 与 《算术 》 





丢 番 图 ( 约 200 一 284 )， 古 希腊 著名 数学 家 ， 曾 经 居住 在 埃及 的 亚 历 山 
大 城 。 一 本 《希腊 诗 文选 》( 约 公元 500 年 ) 收录 了 他 奇特 的 慕 志 铭 一 一 关 


于 他 的 生平 事迹 ， 后 人 主要 是 通过 这 一 别开生面 的 记载 了 解 的 。 
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坟 中 安葬 着 丢 番 图 ， 

多 么 令 人 惊讶 ， 

这 里 忠实 地 记录 了 他 所 经 历 的 道路 。 
给 末 的 营 秆 瑟 交 分 安 二 
区 本 肖 民 

再 过 七 分 之 一 ， 点 燃 起 结婚 的 蜡烛 。 
五 年 之 后 天 赐 贵 子 ， 

可 怜 迟 到 的 宁 蔚 儿 ， 

享年 仅 及 其 父 之 半 ， 便 进入 冰冷 的 其 。 
悲伤 只 有 用 算术 的 研究 去 弥补 ， 

又 过 四 年 ， 他 也 走 完 了 人 生 的 旅途 。 




















这 一 诗 文 ， 可 得 到 方程 x+ 广 x+ 了 x+5+ 了 x+4=x， 解 这 个 一 次 方程 ,得 

















X=84, 比 可 知 丢 鲜 图 享年 84 知 



































丢 番 图 最 重要 的 作品 是 《算术 六 作为 一 部 划时代 的 著作 ， 它 在 历史 上 影响 之 大 可 
以 和 欧 几 里 得 《几何 原本 》 相 比 。《 算 术 》 最 初 有 13 卷 ， 但 没有 完整 保存 下 来 。 很 长 
时 间 里 ， 人 们 只 见 到 它 的 6 卷 希腊 文本 。 直 到 1973 年 ， 人 们 才 奇 迹 般 地 发 现 了 4 卷 先 
前 不 为 人 知 的 阿拉 伯 文 译本 。 丢 炙 图 在 数学 上 的 地 位 基本 上 就 是 靠 这 并 不 完整 的 《 算 


术 》 原 得 的 。 


















































































































































































































































于 铸 图 的 著作 实质 上 是 一 长 串 问题 集 ， 其 中 希腊 文本 有 189 个 ， 阿 拉 伯 文本 有 
101 个 ， 共 收录 了 290 个 题目 。 此 外 ， 还 有 十 几 个 引 理 和 推论 ， 合 起 来 共 300 多 个 问 
题 。 这 些 问 题 大 都 相当 于 现在 “数论 ”( 后面 章节 会 做 介绍 ) 的 内 容 。 但 此 著作 也 涉及 


代数 问题 与 代数 思想 ， 我 们 现在 简单 介绍 一 下 。 
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对 于 一 次 方程 ， 丢 番 图 可 能 觉得 太 简 单 ， 没 有 必要 单独 论述 ， 因 此 直接 给 出 问题 







































































的 答案 。 但 他 熟悉 现在 我 们 所 使 用 的 “ 移 项 ”“ 合 并 同类 项 ”等 操作 ， 由 此 可 以 推断 ， 
他 解 一 次 方程 的 思路 与 我 们 现在 的 解 题 思路 是 一 致 的 。 











































































































其 善 作 中 出 现 了 知 干 二 次 方程 或 可 归结 为 二 次 方程 的 问题 ， 这 些 例子 足以 说 明 丢 
番 图 熟练 掌握 了 各 种 类 型 的 二 次 方程 的 求解 方法 。 但 书 中 现存 章节 并 没有 给 出 二 次 方 


程 的 系统 解法 ， 所 以 人 们 不 知道 他 是 用 什么 方法 解 的 。 
























































































































































值得 一 提 的 是 ， 丢 番 图 已 经 懂得 负数 运算 的 符号 法 则 ， 他 对 负数 的 认识 是 超越 时 
代 的 。 不 过 ， 丢 番 图 对 负数 解 是 排斥 的 。 答 案 是 0 时 ， 他 也 舍弃 。 对 无 理 数 解 他 也 认 
为 不 合理 。 简 单 地 说 ， 丢 番 图 的 解答 只 限于 正 有 理 数 解 。 有 意思 的 是 ， 对 他 来 说 ， 找 
到 问题 的 一 个 答案 就 够 了 。 当 方程 有 两 个 正 根 时 ， 他 始终 只 取 较 大 的 一 个 。 

















































































































































































































可 以 说 ， 在 书 的 编排 (问题 集 ) 与 解 题 技巧 等 方面 ， 丢 番 图 与 证 巴比伦 人 采用 了 颇 
为 相似 的 方式 。 因 此 ， 他 的 工作 有 时 被 说 成 是 “盛开 的 巴比伦 代数 的 伦 条 ”。 但 在 符号 
= 番 图 做 出 了 更 重要 的 突破 。 
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在 第 一 节 中 ， 我 们 看 到 古代 人 在 处 理 代数 问题 时 ， 所 有 内 容 都 用 文字 表述 ， 就 像 
写 散 文 一 样 。 在 这 一 被 称 为 “文辞 代数 ”的 阶段 ， 除 了 偶尔 出 现 的 表示 未 知 量 的 符号 
外 ， 几 乎 不 使 用 任何 代数 符号 。 与 前 人 不 同 ， 丢 镭 图 开始 有 意识 地 使 用 符号 体系 。 





Re: 




































































































































































我 们 来 看 一 下 他 所 创设 的 一 些 符号 。 比 如 说 ， 他 用 M 表示 数 的 单位 ， 取 自 希腊 
“单位 ”的 字 头 ;， 未知数 用 特殊 的 符号 5 表示 ;“ 未 知 数 的 平方 ” 记 作 A" ， 取 自 希 腊 5 
“ 逢 ”( AYNAMIZ ) 的 前 两 个 字母 。 同 样 ,，“ 未 知 数 的 立方 ” 记 作 K" ， 取 自 希 腊 字 “ 立 
方 ”( KYBO5 ) 的 前 两 个 字母 。 此 外 ,他 用 A" A 表示 平方 的 平方 ，A K "表示 平方 的 


立方 ，K'" K 表示 立方 的 立方 。 对 这 些 乘 宕 的 倒数 ， 丢 矢 图 也 给 出 了 专 名 和 符号 。 在 
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他 的 符号 体系 中 没有 加 号 、 乘 号 、 除 号 ， 但 特别 给 出 了 减法 的 符号 小 。 






































在 写 方程 时 ， 未 知 数 的 系数 紧 接 在 未 知 数 后 面 ， 加 通过 并 列 来 表达 ， 所 有 的 负 项 
都 放 在 减 号 的 后 面 ， 若 有 常数 项 ， 就 在 希腊 字 “ 单 位 ”的 字 头 M 后 加 上 系数 。 举 一 个 
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亚 图 的 符号 体系 可 表示 为 : Kacp+XMY ， 其 中 wx、A、 











简单 的 例子 ， 式 子 x*+2x 一 3 用 


7 分 别 表示 数字 1、2、3。 
































可 以 看 到 ， 丢 番 图 的 符号 多 半 采 自 相 应 文字 的 字 头 。 这 种 以 速记 形式 的 缩写 记号 
来 表示 经 第 出 现 的 数量 和 运算 的 方式 被 称 为 缩写 代数 。 当 然 ， 丢 番 图 的 缩写 代数 并 不 
具有 现代 代数 方程 的 简洁 形式 ， 不 是 特别 容易 读 懂 。 然 而 ， 与 前 人 相 比 ， 他 在 发 展 专 
门 的 符号 体系 方面 毕竟 癌 前 迈进 了 一 大 步 ， 将 代数 记号 的 发 展 推进 到 一 个 新 的 阶段 : 


缩写 代数 [oe] 





= 
























































































































































































































































在 历史 上 ， 丢 番 图 第 一 次 系统 地 提出 代数 符号 ， 这 一 努力 为 代数 带 来 了 重大 变革 ， 
推动 了 代数 学 的 发 展 。 正 如 数学 史家 克 莱 因 所 说 :“ 代 数 的 进步 是 因为 引用 了 较 好 的 符 
号 体系 。 对 于 它 本 身 和 分 析 的 发 展 来 说 ， 这 比 16 世纪 的 技术 进步 远 为 重要 。 事 实 上 ， 
采取 了 这 一 方式 ， 才 使 代数 有 可 能 成 为 一 门 科学 。 在 16 世纪 前 ， 自 觉 运 用 一 套 符 号 以 


使 代数 的 思路 和 书写 更 加 紧凑 、 更 加 有 效 的 人 只 有 丢 番 图 。 
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丢 番 图 对 代数 学 发 展 做 出 的 另 一 划时代 贡献 是 ， 他 将 代数 从 几何 形式 中 脱离 出 来 ， 
使 它 成 为 数学 中 的 一 个 分 支 。 

































































在 丢 盔 图 之 前 ， 古 希腊 数学 的 兴趣 集中 在 几何 学 上 。 古 希腊 人 认为 只 有 经 过 几何 
论证 的 命题 才 是 可 靠 的 。 于 是 ， 所 有 的 数 都 以 几何 图 形 的 量 来 表示 ， 而 且 所 有 的 代数 
问题 都 被 改写 成 几何 问题 来 处 理 。 充 分 体现 古 希 腊 代数 这 一 特点 的 有 《几何 原本 》 第 
二 卷 中 的 命题 一 ， 我 们 以 此 为 例 来 看 一 下 。 
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命题 一 : 设 有 两 线段 ， 其 中 之 一 被 截 成 若干 部 分 ， 则 由 此 两 线段 所 构成 的 矩 
下 积 等 于 各 个 部 分 与 未 截 线 段 所 构成 的 矩形 的 面积 之 和 。 
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若 设 4D =x, DF = y, FE =z， 则 这 一 几何 命题 用 符号 可 以 表示 成 x(y+2z)=xXy+Xz。 


因此 ， 这 一 命题 表述 的 意思 其 实 相当 于 我 们 所 熟知 的 乘法 分 配 律 。 




























































































古 希腊 这 种 用 几何 语言 来 表述 的 、 可 视 化 的 代数 学 被 称 为 几何 代数 学 。 很 长 时 间 
里 ， 古 希腊 人 为 了 逃 辑 的 严密 性 ， 给 代数 披 上 几何 的 外 衣 ， 把 一 切 代 数 问题 都 纳入 伪 
硬 的 几何 模式 之 中 。 比 如 说 ， 古 希腊 人 曾 借 助 这 种 几何 方法 间接 求解 了 一 些 类 型 的 二 
次 方程 。 直 到 丢 番 图 时 代 ， 代 数 才 解 放出 来 ， 摆 脱 了 几何 的 固 绊 ,成 为 “自由 人 ”不 
是 几何 的 “ 仆 从 ”。 
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最 早 使 用 代数 符号 体系 ， 致 力 于 方程 的 研究 ， 把 代数 学 从 几何 学 中 独立 出 来 …… 
于 对 代数 学 发 展 所 做 出 的 这 些 划时代 贡献 ， 丢 番 图 被 一 些 数 学 史家 誉 为 “代数 学 之 
父 "。 他 的 《算术 》 作 为 代数 最 早 的 巨著 ,代表 了 古 希 腊 代 数 思 想 的 最 高 成 就 。 
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中 国事 代数 学 中 的 代数 方程 





























在 四 大 河谷 文明 中 ， 同 样 有 着 悠久 历史 的 中 国 数 学 持续 繁 采 时 间 最 为 长 久 。 从 公 
元 元 年 左右 至 14 世纪 ， 中 国 古 代数 学 先后 经 历 了 三 次 发 展 高 潮 ， 即 两 汉 时 期 、 魏 普 南 
北朝 时 期 和 宋 元 时 期 ， 并 在 宋 元 时 期 达到 顶峰 。 在 这 一 漫长 的 过 程 中 ， 中 国 数学 在 多 
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项 式 方程 求解 方面 取得 了 众多 进展 。 但 与 我 们 本 章 要 介绍 的 寻求 求 根 公 式 不 同 ， 
古代 数学 因为 倾向 于 实用 ， 所 以 热 囊 于 方程 的 数值 求解 ， 并 在 这 方面 取得 了 杰出 的 成 
就 。 我 们 这 里 只 简 阁 提 Ts 
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成 书 于 1 世纪 的 经 典 闭 作 《 九 章 算术 》 的 “ 少 广 草 ”中 最 早 记载 了 开平 方术 和 开 立 
方术 。 用 现代 记号 表述 ， 开 平方 术 相当 于 解 方 程 x* = 4， 开 立方 术 相 当 于 解 方 程 x? = 4。 
在 这 种 开 方 过 程 中 会 遇 到 开 不 尽 的 情形 ， 即 遇 到 无 理 数 。 对 此 ， 中 国 古 代数 学 家 已 能 计 
算出 这 种 不 尽 根 数 的 近似 值 。 魏 晋 时 期 的 著名 数学 家 刘 微 在 为 《 九 章 算术 》 作 注 时 ,更 
是 明确 提出 “ 求 微 数 法 "， 相 当 于 用 十 进 制 小 数 任意 逼近 不 尽 根 数 。 在 《 九 章 算术 》 的 

平方 术 中 ， 实 际 上 还 包含 了 二 次 方程 x* +bx =c 的 数值 求解 程序 ， 它 被 称 为 “ 开 带 从 
平方 "。 到 唐 代 时 ， 数 学 家 王 孝 通 在 《 强 古 算 经 》 中 研究 了 “ 开 带 从 立方 ”"， 书 中 他 给 
28 个 形 如 x + px? + =c 的 正 系数 方程 ， 并 得 出 其 正 有 理 根 。 这 表明 ， 王 孝 通 已 掌握 ] 
求 三 次 方程 正 根 的 数值 解法 。 这 些 方法 在 宋 元 时 代 发 展 为 一 般 高 次 方程 的 数值 求解 。 先 
是 在 11 世纪 ， 宋 代数 学 家 机 完 创 造 出 一 种 新 的 开 方 法 一 一 增 乘 开 方 法 ， 通 过 随 乘 随 加 
导出 减 根 方程 ， 逐 步 求 出 高 次 方程 的 正 根 。 其 后 ，12 世纪 北宋 数学 家 刘 益 第 一 次 突破 方 
程 系数 为 正 的 限制 。 在 前 人 工作 的 基础 上 ， 南 宋 数 学 家 秦 九 间 ( 约 1202 一 1261 ) 总 其 大 
成 ， 提 出 一 套 完 整 的 逐步 求 出 高 次 方程 正 根 的 程序 “ 正 负 开 方 术 ”， 用 这 种 方法 可 以 简 
便 有 效 地 求 出 形 如 ayx” +ax” +…+a x+a, =0 的 高 次 方程 的 正 根 。 这 种 求 高 次 方程 正 
根 的 一 般 方 法 现 被 称 为 秦 九 说法 ， 它 与 英国 数学 家 霍 纳 1819 年 创立 的 霍 纳 法 基本 上 


致 。 秦 九 韶 法 的 提出 ， 表 明 中 国 古 代数 学 已 经 能 解决 任意 次 方程 的 数值 求 正 根 问题 。 
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在 求 根 公 式 方面 ， 中 国 古 代数 学 也 获得 了 一 些 结 果 。 公 元 3 世纪 三 国 时 期 的 赵 爽 
在 为 《 周 何 算 经 》 作 注 时 撰写 了 著名 的 《 勾 股 圆 方 图 注 》 其 中 的 一 段 文字 相当 于 对 形 
如 x?Y+c=Pbx (系数 为 正 ) 的 方程 给 出 了 求 根 公式 。12 世纪 数学 家 刘 益 在 《 议 古 根源 》 


一 书 中 ， 给 出 了 男 一 类 二 次 方程 x ”+bx =c (系数 为 正 ) 的 求 根 公 式 。 

































































































































































比 外 ， 











国 古 代数 学 发 展 到 宋 元 时 期 时 ， 还 出 现 了 一 个 深刻 的 转向 ， 即 由 “文辞 















































代数 ”阶段 向 代数 符号 化 阶段 转变 。 早 期 的 中 国 古 代数 学 处 于 “ 文 秤 代数 ”阶段 ， 这 






























































































































































































































































在 《 九 章 算 术 》 中 有 非常 典型 的 体现 。 在 这 本 中 国 古代 数学 经 典 车 作 中 ， 所 有 的 内 
容 一 一 问题 、 解 以 及 求解 方法 一 一 都 只 用 文字 和 数 ， 而 不 用 数学 符号 表示 ， 其 中 没有 
“等 号 "， 没 有 表示 未 知 量 的 x ， 也 没有 现在 代数 学 使 用 的 任何 符号 工具 。 但 在 宋 元 时 


























































































































期 的 数学 著作 中 ， 开 始 做 出 了 用 特定 的 汉字 作为 未 知 数 符号 并 进而 建立 方程 的 系统 努 
力 ， 这 就 是 以 李 闪 为 代表 的 “天 元 术 ” 和 以 朱 志 杰 为 代表 的 “四 元 术 ”。 所 谓 “ 天 元 
术 ”， 就 是 设 未 知 数 布 列 方程 的 一 般 方法 。 首 先是 “ 立 天 元 一 为 某 某 ”,“ 天 元 一 ”就 表 
示 未 知 数 ， 相 当 于 现在 的 x ， 这 相当 于 “x 设 为 某 菏 ”， 然 后 根据 问题 给 出 的 条 件 列 出 
两 个 相等 的 多 项 式 ， 青 通过 所 谓 的 “ 同 数 相 消 ”， 把 这 两 个 多 项 式 相 减 ， 得 到 一 个 一 端 
为 零 的 一 元 方程 式 。 用 天 元 术 列 方程 的 方法 ， 与 现代 代数 中 的 列 方程 法 非常 类 似 。 该 
方法 后 被 元 朝 数学 家 朱 世 杰 推 广 到 最 多 有 4 个 未 知 数 的 情形 ， 即 “四 元 术 ”。 







































































































































































































































































































































































李 冶 总 结 的 天 元 术 和 朱 世 杰 创 立 的 四 元 术 可 看 作 是 一 种 半 符 号 代数 ， 当 然 ， 这 只 
是 一 种 很 不 完备 的 符号 代数 。 我 们 会 在 后 面 的 介绍 中 看 到 ， 直 到 16 世纪 ， 在 法 国 数 学 
家 韦 达 等 人 较 系统 地 引入 字母 来 表示 数 及 常用 的 数学 符号 后 ， 完 善 的 符号 代数 才 逐 渐 


建立 起 来 。 













































































































































































右 印 度数 学 中 的 代数 方程 
































发 源 于 印度 河流 域 的 印度 文明 ， 其 历史 可 追溯 到 约 公 元 前 3000 年 ， 其 数学 发 展 的 
鼎盛 繁荣 时 期 是 5~12 世纪 。 其 间 ， 印 度 出 现 了 许多 有 代表 性 的 数学 家 ， 如 婆罗 摩 租 
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多 、 婆 什 迎 罗 等 。 我 们 只 简略 介绍 这 一 时 期 他 们 在 多 项 式 方程 方面 取得 的 杰出 成 就 。 









































婆罗 摩 航 多 ( 约 598 一 660) 在 其 主要 著作 《婆罗 摩 生 多 修正 体系 》 中 ， 给 出 了 
一 次 方程 与 二 次 方程 的 解法 。 对 于 一 次 方程 ， 他 给 出 的 法 则 是 : 绝对 项 之 差 变 号 
后 ， 除 以 未 知 数 (系数 ) 之 差 就 是 方程 的 未 知 数 ( 值 )， 这 一 法 则 相当 于 ， 一 次 方 和 
ur+0=cr+d 的 解 为 x= -名 -中 。 对 于 二 次 方程 ， 他 给 出 “消去 中 项 法 则 ”: 从 平方 
项 及 简单 项 的 另 一 A 绝对 项 乘 以 平方 项 (系数 ) 的 4 倍 ， 加 上 中 项 (系数 ) 
的 平方 ，( 其 和 ) 的 平方 根 ， 减 去 中 项 (的 系数 ) 把 结果 除 以 平方 项 (系数 ) 的 2 倍 ,得 
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中 项 ( 值 )。 这 一 法 则 相当 于 ， 二 次 方程 oe + 如 =c 的 解 为 = > -4ae b 















































前 面 介绍 中 我 们 提 到 ， 古 巴比伦 人 以 及 十 希腊 的 丢 番 图 等 只 考虑 系数 为 正 数 的 方 
旦 ， 这 使 得 他 们 不 得 不 把 方程 分 成 几 种 特殊 情况 来 讨论 。 与 之 形成 鲜明 对 比 的 是 ， 效 
罗 摩 笈多 对 系数 有 着 十 分 深刻 的 理解 ， 方 程 中 的 系数 可 为 正 数 、 负 数 或 零 。 因 此 ,次 
罗 摩 笈多 能 像 我 们 一 样 考虑 方程 的 统一 形式 ， 得 出 一 种 更 普遍 、 更 现代 、 更 有 力 的 求 
解 多 项 式 方程 的 方法 。 此 外 ,方程 的 解 可 以 是 正 数 ， 也 可 以 是 负数 ， 可 以 是 有 理 数 ， 
也 可 以 是 无 理 数 。 这 都 是 相当 先进 的 思想 。 








































































































































































































































































































婆罗 麻生 多 的 著作 还 有 一 个 显著 的 特点 ， 即 代数 符号 的 引入 与 应 用 。 与 丢 矢 图 的 
代数 学 一 样 ， 他 的 代数 学 也 是 简写 代数 。 例 如 ， 他 在 一 个 数 上 面 加 一 点 来 表示 负数 。 
当 方程 含有 一 个 或 多 个 未 知 量 时 ， 他 称 每 个 未 知 量 为 一 种 不 同 的 颜色 ， 并 用 颜色 单词 
的 缩写 形式 来 表示 未 知 数 。 他 所 使 用 的 方法 与 代数 学 用 字母 x、y、z 表示 变量 完全 类 
似 。 采 用 缩写 文字 和 符号 来 表示 未 知 数 和 运算 是 印度 人 对 代数 学 的 一 大 贡献 。 















































































































































































































































古 印度 最 伟大 的 数学 家 、 天 文学 家 小 什 迎 罗 (1114 一 1185 )， 继 承 并 发 展 了 涂 罗 靡 
笈多 的 工作 。 他 对 一 次 和 二 次 方程 做 了 更 详尽 的 讨论 ， 在 其 著作 中 还 有 一 个 三 次 方程 
和 一 个 双 二 次 方程 的 例子 。 特 别 是 在 二 次 方程 上 ， 他 所 做 的 工人 学 生 所 学 的 
完全 一 样 。 正 如 我 们 所 介绍 的 ， 各 民族 数学 家 为 了 走 到 这 一 步 ， 人 花费 几 干 年 的 时 间 去 
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拓展 数 的 概念 、 解 的 概念 ， 以 及 解 这 些 类 型 方程 的 计算 技巧 。 

































































简单 地 说 ， 训 印度 人 在 其 数学 的 繁荣 时 期 把 多 项 式 方程 的 求 根 问 题 推 到 了 相当 高 
的 水 平 ， 并 对 代数 学 的 发 展 做 出 了 重大 贡献 。 公 元 8 世纪 时 ， 婆 罗 摩 笈多 的 若 作 被 带 
到 巴格达 ， 并 被 译 成 阿拉 伯 文 ， 对 当时 阿拉 伯 的 天 文学 和 数学 产生 了 一 定 影响 。 
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右 阿 拉 伍 的 花 拉 子 密 与 《代数 学 》 




















阿拉 伯 文 明 是 后 起 之 秀 。 公 元 7 世纪 初 ， 阿 拉 伯 民 族 开 始 崛 起 。 公 元 8 世纪 ， 阿 
拉 伯 数学 开始 进入 兴盛 繁 采 期。 当时 的 阿拉 伯 学 者 们 广泛 吸收 希腊 、 印 度 与 中 国 的 数 
学 成 果 ， 使 阿拉 伯 数 学 在 融合 东西 方 数学 的 基础 上 发 展 出 既 含 有 西方 因素 也 含有 东方 
因素 的 折 中 数学 。 




































































































































































































































































当时 阿拉 伯 最 重要 的 数学 活动 中 心 在 巴格达 ， 阿 拔 斯 王朝 于 830 年 在 那里 设立 了 
著名 的 “智慧 宫 "”， 缀 集 了 大 批 学 者 ， 其 中 最 日 越 的 代表 是 花 拉 子 密 ( 约 783 一 850)。 
813 年 ， 花 拉 子 密 被 聘 到 巴格达 工作 ， 智 慧 宫 建 立 后 他 成 为 主要 领导 人 之 一 。 在 数学 
方面 ， 他 完成 了 两 部 传世 之 作 :《 代 数学 》 和 《印度 的 计算 术 》。 其 中 ,《 代 数学 》 完 成 
于 820 年 左右 ， 是 人 花 拉 子 密 影 响 最 大 的 著作 ， 被 誉 为 代数 发 展 史上 的 里 程 碑 。 
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花 拉 子 密 




















《代数 学 》 全 书 共 三 部 分 。 在 第 一 部 分 ， 他 讲述 了 现代 意义 下 的 初等 代数 ， 系 统 讨 








论 了 一 、 二 次 方程 的 


化 拉 子 密 先 指出 这 























些 方程 由 三 种 量 组 成 : 根 ( 指 未 知 数 ， 把 未 知 数 叫 根 始 于 人 花 拉 












































求 未 知 上 














常数 )。 然 后 ， 花 拉 子 密 和 





类 型 分 











前 三 
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MU 作 求 根 也 来 源 于 此 )、 平 方 ( 指 未 知 数 即 根 的 平方 )、 数 ( 指 


巴 所 讨论 的 方程 分 为 六 种 类 型 。 


























| 是， “平方 ” 等 于 “ 根 ”， “平方 ” 等 于 “ 数 ”， “ 根 ” 等 于 “ 数 ”。 
3 现代 符号 可 分 别 表示 为 : ar =bx, ar =c, bx =c。 容 易 看 到 ， 这 三 种 类 型 表示 的 是 


缺 项 的 二 次 方程 与 一 次 方程 。 







































































后 三 种 类 型 分 别 是 : 





“平方 99 和 “ 根 ” 等 于 “ 数 ”， “平方 ” 和 “类” 等 于 “ 根 ”， 

















“ 根 ” 和 “ 数 ” 等 于 ‘ 
































z 方 "。 用 现代 符号 可 分 别 表示 为 : ax? +bx=c, ax? +c=bx， 


bx+c=ax 。 可 以 看 到 ， 这 三 种 类 型 表示 的 是 不 缺 项 的 二 次 方程 。 
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为 什么 不 像 我 们 现代 所 做 的 ， 把 二 次 方程 统一 表示 为 ax*+bx+c=0 (其 中 ax0 ) 


























呢 ? 为 什么 要 区 分 出 这 么 多 








类 型 ? 原因 仍然 在 于 ， 当 时 人 们 还 不 接受 负数 ， 所 以 方 























程 的 系数 必须 全 取 正 数 。 因 下 















































E， 上 述 六 种 类 型 中 出 现 的 系数 a、b、c 全 都 要 求 是 正 数 。 

















这 意味 着 ,我 们 可 以 统一 解决 的 二 次 方程 ， 花 拉 子 密 却 不 得 不 分 成 各 种 不 同类 型 分 别 
进行 处 理 。 由 此 ， 即 可 体现 出 数学 中 引入 负数 的 必要 性 。 

























































































花 拉 子 密 对 每 一 种 类 型 通过 举例 题 的 方式 给 出 了 求解 的 方法 。 令 现代 人 非常 陌生 

































































的 是 ， 花 拉 子 密 完全 用 文字 来 表述 问题 及 求解 ， 没 有 用 任何 字母 和 缩写 符号 。 比 如 在 
第 四 章 “ 平 方 和 根 等 于 数 ” 拉 子 密 写 道 : “下面 是 “平方 和 根 等 于 数 ”的 一 个 例 
子 : 1 个 平方 和 10 个 根 等 于 39。 因 而 ， 在 此 方程 中 的 问题 是 : 当 平方 是 多 少时 ， 它 与 
其 10 个 根 之 和 是 39 ? 解 这 类 方程 的 方法 是 ， 先 求 出 问题 中 提 到 的 根 数 的 一 半 ， 这 个 
“ 方 
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问题 中 根 数 是 10， 因 而 得 到 5， 将 其 自 乘 ， 得 25， 把 它 同 39 相 加 ， 得 64， 开 : 
8， 从 中 减 去 根 数 之 半 即 5， 余 3。 数 3 就 表示 所 求 平方 的 一 个 根 。 当 然 ， 平方 本 身 是 


9。 因 而 所 要 求 的 平方 是 9。 
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很 难 理解 ， 是 不 是 ? 其 实 ， 换 用 现代 符号 ， 花 拉 子 密 举 的 例子 可 表示 为 : 


XxX” +10x=39 。 其 求解 的 步 又 相当 于 : 

































































10x7 =5,5 =25,254+39=64, V64 =8,8-—5=3,x=3,x =9 



















































































I 简 清 的 式 子 表示 为 : x= (9 +39- 了 。 容易 看 到 ， 这 一 求解 过 程 与 我 们 用 
求 根 公式 解 是 一 样 的 。 但 由 于 没有 引入 字母 系数 ， 对 这 种 可 以 应 用 于 局 +bx =c 一 般 形 




































































式 的 解法 ， 花 拉 子 密 只 是 给 出 了 一 个 特例 做 说 明 。 























如 果 出 现 ac +bx=c， 如 何人 处 理 呢 ? 人 论 拉 子 密 的 办 法 是 ,方程 两 边 同 除 以 


~ 7 pb 证 ra | J Yy 2] 一 由 > [ 7 T A ET = > 
a， 转 化 成 他 +Fx= 后 ， 这 是 已 经 解决 的 形式 ， 于 是 原 方程 的 解 用 现代 符号 可 表示 为 : 






























































x = 翅 ] + 一 夯 ， 与 我 们 所 当下 的 结论 是 相同 的 。 



































花 拉 子 密 在 书 中 以 类 似 的 方式 ， 继 续 讨 论 了 其 他 几 种 类 型 方程 的 解法 。 在 充分 讨 
论 了 六 种 典型 方程 的 解法 之 后 ， 深 受 希 腊 几 何 学 影响 的 花 拉 子 密 觉 得 “有 必要 用 几何 


学 方式 来 证 明 曾 用 数字 解释 过 的 问题 的 正确 性 ”， 于 是 他 又 用 几何 方法 给 出 它们 的 证 
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明 。 以 上 述 所 讨论 的 方程 x*+10x =39 为 例 ， 花 拉 子 密 给 出 两 种 几何 证 明 。 





















































NN 





第 一 种 证 明 是 ， 在 边 长 为 x 的 正方 多 的 四 个 边 上 向 外 作 边 长 为 z 和 的 低 
四 个 上 补 上 边 长 为 二 的 四 个 小 正方 乡 ， 从 而 把 这 个 图 补 为 边 长 是 x+5 的 大 正方 
乡 ， 如 下 面 的 左 图 所 示 。 第 二 种 证 明 是 ， 在 边 长 为 x 的 正方 形 的 两 个 相 邻 边 上 作 边 长 
为 * 和 于 的 抵 多 ， 再 补 上 一 边 长 关 守 的 小 正方 攻 ， 最 终 把 图 形 补充 为 完整 的 大 正方 





























































































































































































































乡 ， 如 下 面 的 右 图 所 示 。 
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两 种 情况 下 ， 都 可 由 已 知 得 到 大 正方 形 的 面积 是 x* +10x+25=39+25=64， 从 而 





























X+5=8, X=3。 






































在 几何 证 明之 后 ， 花 拉 子 密 又 明确 提出 了 解 方程 需要 的 两 种 基本 变换 “还 原 ” 
(相当 于 现在 的 “ 移 项 ”) 与 “对 消 ”( 相 当 于 现在 的 “合并 同类 项 ”)。 他 指出 ， 经 过 这 
两 种 变换 ， 一 般 形 式 的 一 次 和 二 次 方程 就 都 能 转换 成 已 经 讨论 过 的 六 种 标准 方程 。 























































































































在 对 方程 根 的 了 解 方面 ， 花 拉 子 密 最 早 认识 到 二 次 方程 有 两 个 根 。 不 过 ， 他 只 给 
出 了 正 根 ， 负 根 与 零 根 则 舍弃 。 他 也 认识 到 ， 当 根 的 数目 之 半 自 乘 的 结果 小 了 项 
时 (相当 于 我 们 所 说 的 判别 式 为 负 )， 开 平方 是 不 可 能 的 ， 此 时 方程 无 根 。 














































































































































































































通过 以 上 介绍 ， 我 们 可 看 到 这 一 著作 中 存在 的 缺陷 : 其 一 ， 不 承认 负数 ， 方 程 的 
系数 与 方程 的 根 都 只 取 正 数 ; 其 二 ， 全 部 内 容 都 是 用 语言 文字 来 叙述 的 ， 疫 有 使 用 代 


















































数 符号 ， 这 与 丢 希 图 和 证 印度 数学 家 相 比 都 倒退 了 一 步 。 
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比 ， 花 拉 子 密 毕 竞 完整 解决 了 一 次 与 二 次 方程 的 求解 问题 ， 并 且 其 阐述 条 
理 清 晰 、 详 尽 系统 ， 使 读者 容易 掌握 解 题 方法 。 从 那 以 后 ， 解 方程 的 概念 逐步 明朗 起 
来 ， 独 立 的 代数 学 科 亦 由 此 确立 下 来 ， 而 人 花 拉 子 密 的 工作 则 为 这 门 新 学 科 提供 了 方向 。 
从 这 时 起 ， 解 方程 作为 代数 基本 特征 被 长 期 保持 下 来 。 简 言 之 ， 花 拉 子 密 的 《代数 学 》 
乱 定 了 以 方程 论 为 中 心 的 古典 代数 学 的 基石 ， 为 “ 解 方程 的 科学 ”的 代数 学 开辟 了 道 
路 。 事 实 上 ， 这 门 新 学 科 的 名 称 一 一 代数 学 一 一 本 身 就 来 源 于 此 书 。 







































































































































































































































































































































































《代数 学 》 的 阿拉 伯 文 书 名 是 ilm al-jabr wa"l muqabalah， 直 译 应 为 “还 原 与 对 消 
的 科学 ”。al-jabr 意 为 “还 原 "， 这 里 指 把 负 项 移 到 方程 另 一 端 “ 还 原 ” 为 正 项 ， 相 当 
于 我 们 现在 所 说 的 “ 移 项 ”; muqabalah 意 即 “对 消 ”或 “化 简 ”， 指 方程 两 端 可 以 消 
去 相同 的 项 ， 相 当 于 我 们 现在 所 说 的 合并 同类 项 。 这 个 长 长 的 阿拉 伯 文 名 称 传 入 欧洲 
后 ,“ 还 原 ”(al-jabr) 在 12 世纪 被 译 为 拉丁 文 algebra， 而 书 名 的 第 二 个 字 被 省 略 。 到 
14 世纪 ， 这 门 学 科 在 欧洲 被 正式 称 为 “algebra”"。1859 年 ， 清 代数 学 家 李 善 兰 与 英国 
传教 士 伟 烈 亚 力 合作 翻译 时 ， 创 造 性 地 把 英文 algebra 译 为 代数 学 。“ 代 数 ” 这 个 中 文 
名 词 ， 让 人 联想 到 这 门 学 科 的 一 大 特征 是 用 字母 表示 数 ， 既 简洁 又 形象 ， 一 直 沿 用 至 
今 。 所 以 数学 史家 克 莱 因 曾 说 : 在 代数 学 方面 ， 阿 拉 伯 人 的 第 一 个 贡献 是 提供 了 这 门 
学 科 的 名 称 。 
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伦 拉 子 密 的 《代数 学 》 在 约 1140 年 被 译 成 拉丁 文 ， 后 作为 标准 的 代数 学 教科 书 在 
欧洲 使 用 了 数 百年 ， 其 内 容 、 思 想 和 方法 相当 广泛 地 影响 过 后 来 的 数学 家 。 正 是 由 于 
伦 拉 子 密 在 代数 学 上 做 出 了 如 此 巨大 的 贡献 ， 因 而 著名 的 数学 史家 波 耶 认为 “代数 学 


> 父 ”这 顶 桂冠 更 应 属于 人 花 拉 子 密 。 
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第 三 节 


16 世纪 最 壮观 的 数学 成 就 





在 前 面 两 节 ， 我 们 介绍 了 人 类 求解 一 次 方程 与 二 次 方程 的 缓慢 与 平静 
































的 历史 。 在 花 拉 子 密 给 出 完整 的 一 次 、 二 次 方程 根 的 求法 后 ， 这 一 问题 已 
获 解 决 。 男 外 ,我们 也 提 到 了 人 们 对 更 高 次 方程 的 探索 。 比 如 ， 我 们 介绍 
了 中 国 古 代数 学 家 不 仅 给 出 三 次 方程 ， 还 给 出 了 一 般 n 次 方程 的 数值 求解 
方法 。 不 过 ， 这 只 是 探索 的 一 个 方向 。 另 一 个 更 重要 的 方向 是 ， 像 一 次 、 
二 次 方程 找到 一 般 解 法 并 给 出 了 其 根 式 解 一 样 ， 寻 找 三 次 或 者 更 高 次 方程 


的 根 式 解 。 这 引出 了 一 段 富有 戏剧 性 的 故 寻 
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故事 的 序曲 是 从 15 世纪 意大利 数学 家 帕 乔 利 ( 约 1445 一 1517) 开始 
的 。1494 年 ， 他 完成 了 600 多 页 的 数学 百科 全 书 《 算 术 、 几 何 、 比 和 比例 


集成 》》 书 中 沿用 花 拉 子 密 的 解法 和 几何 证 明 , 广泛 讨论 了 一 次 和 二 次 方 





























































































































程 。 但 在 三 次 、 四 次 方程 方面 ， 他 总 结 了 前 人 与 自己 艰辛 探索 的 结果 ， 最 












































后 得 出 悲观 的 结论 :“ 对 于 三 次 方程 和 四 次 方程 ， 直 到 现在 还 不 可 能 形成 一 般 规则 。” 
他 认为 在 当时 的 数学 中 ,求解 三 次 、 四 次 方程 ， 犹 如 化 圆 为 方 一 样 困 难 。 这 声 对 以 前 
失败 的 悲叹 ， 却 成 为 16 世纪 意大利 数学 家 迎接 挑 臧 的 号 角 。 




















































































































故事 的 第 一 个 出 场 人 物 名 叫 费 罗 ( 约 1465 一 1526)， 他 是 当时 “欧洲 最 好 的 大 学 之 
一 ”博洛尼亚 大 学 的 数学 教授 。 在 帕 乔 利 做 出 悲观 结论 后 不 入 ， 大 约 在 1515 年 ， 费 罗 
取得 了 一 项 突破 性 结果 。 他 成 功 得 到 了 x +mx =n (系数 为 正 ) 这 类 缺 项 三 次 方程 的 求 
解 公式 。 在 求解 三 次 方程 的 道路 上 ， 这 是 一 个 不 小 的 成 功 。 但 出 乎 现在 人 们 意料 的 是 ， 
他 并 没有 马上 发 表 自己 的 开创 性 成 果 ， 而 是 对 自己 的 解法 绝对 保密 。 这 在 “不 发 表 即 
发 毒 ”的 今天 ， 真 是 不 可 思议 之 事 ! 在 当时 却 有 其 原因 。 那 时 的 社会 热衷 于 一 种 公 
进行 的 数学 智力 对 抗 竞赛 。 根 据 19 世纪 一 位 数学 史家 的 撒 述 ， 数 学 家 对 这 样 的 智力 
对 抗 感 兴趣 ， 因 为 其 结果 不 仅 决 定 他 们 在 城市 或 大 学 里 的 声誉 ， 而 且 会 决定 其 任期 长 
短 和 月 薪 多 少 。 而 一 个 重要 的 新 发 现 就 成 了 确保 竞赛 中 处 于 不 败 之 地 的 有 力 武器 。 于 
是 ， 在 这 种 社会 风气 下 ， 人 们 常 把 所 得 的 发 现 保 密 ， 向 对 手提 出 挑战 ， 要 对 手 解 决 同 
样 的 问题 ， 从 而 可 以 在 公开 竞赛 中 获胜 ， 以 此 保住 自己 的 职位 并 提高 自己 的 声 刻 。 费 
罗 因 此 保守 了 这 个 秘密 ， 直 到 临终 前 ， 才 将 这 一 发 现 秘 传 给 其 学 生 菲 奥 尔 和 纳 夫 ( 约 
1500 一 1558 )， 后 者 后 来 成 为 他 的 女 婚 ， 并 在 费 罗 死 后 保存 了 其 研究 手稿 。 
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于 是 ， 获 得 费 罗 “杀手 铀 ”的 菲 奥 尔 在 我 们 的 故事 中 作为 第 二 个 人 物 露 面 了 。 菲 
奥 尔 本 人 的 数学 才能 并 不 突出 ， 他 将 费 罗 的 发 现 视 为 可 利用 之 物 ， 也 没有 立即 发 表 ， 
而 是 决定 保存 这 件 秘 密 武 器 并 等 待 时 机 个 能 够 让 他 成 名 的 机 会 。 天 遂 人 愿 ， 在 
面前 出 现 了 一 个 可 以 挑 成 的 对 象 。 













































































































































































在 我 们 这 个 故事 中 出 场 的 第 三 个 人 物 叫 塔 塔 里 亚 ( 约 1499 一 1557 )， 是 意大利 数学 
























































家 、 力 学 家 、 军 事 科 学 家 。 塔 塔 里 亚 原名 叫 丰 塔 纳 ，1499 年 出 生 在 布雷 西亚 的 一 个 贫 
家庭。1512 年 ， 法 国 占领 了 布雷 西亚 。 法 国士 兵 在 那里 大 开 杀 戒 ， 多 数 居民 都 到 教 
竺 寻求 庇护 。 不 笠 的 小 手 塔 纳 被 砍 了 几 刀 ， 头 骨 三 处 破裂 ， 下 巴 和 上 肚 也 被 辟 开 。 尽 
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最 后 他 活 过 来 了 ,但 上 肚 的 伤 使 他 留 下 了 语言 障碍 
意大利 语 就 是 “口吃 者 ”的 意思 ， 后 来 他 以 此 绰号 疗 
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了“ 塔 塔 里 亚 ” 的 绰号 ， 
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塔 搭 里 亚 
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昌 亚 早年 的 不 幸 还 不 仅 如 此 。 因 为 家 里 贫穷 ， 他 无 法 接受 正常 的 教育 。 他 
母亲 好 不 容易 攒 了 一 点 钱 把 他 送 到 学 校 ， 但 这 点 钱 只 够 他 在 校 15 天 。 在 学 到 字母 表 
的 k 时 ， 钱 用 光 了 ,他 偷 了 本 书 ， 后 来 就 靠 它 自学 读 写 。 据 说 ， 因 为 没 钱 买 纸 ， 他 只 
好 拿 公墓 的 至 碑 来 做 写字 板 。 然 而 ， 悲 惨 的 遭遇 与 穷苦 的 生活 没有 漂 灭 这 个 孩子 的 才 
能 ， 这 位 奖 强 的 少年 通过 刻苦 自学 终于 成 才 。 后 来 ， 他 作为 教师 轧 转 在 意大利 不 同城 
市 教授 科学 和 数学 。1530 年 ， 他 的 一 个 同事 给 他 出 了 两 道 难题 。 这 两 道 题 是 : 求 

个 数 ， 其 立方 加 上 平方 的 3 倍 等 于 5; 求 三 个 数 ， 其 中 第 二 个 数 比 第 一 个 数 大 2,， 第 
三 个 数 又 比 第 二 个 数 大 2， 它 们 的 积 是 1000。 显 然 ， 这 两 道 题 相当 于 分 别 解 三 次 方程 


x +3x =5 与 x +6x: +8x=1000。 






































































































































































































































































































































































































































经 过 不 懈 努 力 后 ， 塔 塔 里 亚 成 功 解决 了 x +3x =5。 这 意味 着 ,他 已 掌握 了 
六 +72 =n (系数 为 正 数 ) 这 类 没有 一 次 项 的 三 次 方程 的 求解 方法 。 塔 塔 里 亚 会 解 
次 方程 的 消息 很 快 就 传 开 ， 并 传 到 了 菲 奥 尔 耳 杀 里 。 菲 奥 尔 终于 等 到 了 自己 一 直 等 候 
的 挑战 者 ， 不 久 他 就 向 塔 塔 里 亚 提 出 了 挑战 。 塔 塔 里 亚 起 而 应 战 。 于 是 ， 我 们 故事 中 
的 两 位 人 物 碰面 了 。 
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两 人 约定 于 1535 年 2 月 22 日 在 意大利 米兰 公开 举行 辩论 ， 双 方 各 出 30 个 三 次 方 
程 的 问题 ， 谁 解 出 的 题目 多 谁 就 获胜 。 菲 奥 尔 所 提交 的 30 个 问题 全 部 属于 x +mx=n 
类 型 的 方程 。 如 其 中 一 个 问题 是 : 一 块 蓝宝石 卖 了 5$00 金币 ， 所 得 利润 是 其 成 本 的 立 
方 根 ， 求 其 利润 是 多 少 。 列 方程 可 得 x; +x=500 。 他 希望 凭借 自己 对 这 一 种 情形 的 知 
识 而 取胜 。 塔 塔 里 亚 提交 的 问题 不 但 涉及 x +mx? =n 类 型 的 三 次 方程 ， 而 且 还 需要 其 
他 数学 知识 。 




































































































































































































































































先期 渐 近 ， 塔 塔 里 亚 有 些 紧 张 ， 他 并 没有 找到 不 含 二 次 项 的 三 次 方程 的 一 般 解法 。 
在 经 过 夜以继日 的 苦 思 和 冥想 后 ， 他 终于 在 临 赛 前 儿 天 的 1535 年 2 月 12 日 发 现 了 解法 。 
在 正式 辩论 中 ， 堪 两 个 小 时 就 轻松 解 出 了 对 方 的 所 有 题目 ， 而 菲 奥 尔 却 
没有 解答 出 塔 塔 里 亚 提 的 任何 问题 。 这 样 ， 塔 塔 里 亚 以 30 : 0 的 战绩 大 获 全 胜 。 按 当 
时 的 规矩 ， 输 者 需要 宴请 胜 者 及 其 朋友 ， 不 过 ， 塔 塔 里 亚 高 姿态 谢绝 了 这 种 奖赏 ， 仅 
接受 了 胜利 者 的 称号 。 这 次 辉 烛 的 胜利 为 塔 塔 里 亚 带 来 了 缀 动 一 时 的 声誉 ， 同 时 也 意 
味 着 非 奥 尔 在 我 们 的 故事 中 以 不 体面 的 方式 先行 退场 了 。 
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塔 塔 里 亚 为 这 次 胜利 所 激励 ， 更 加 热心 于 人 研究 一 般 三 次 方程 的 解法 。 到 1541 年 ， 
他 又 找到 了 =mx* +n, x +n=mx 等 类 型 三 次 方程 的 解法 。 或 许 是 出 于 与 费 罗 同样 
的 考虑 ， 又 或 许 是 想 写 一 本 关于 三 次 方程 解法 的 书 ， 塔 塔 里 亚 没有 将 自己 的 成 果 很 快 
发 表 。 于 是 ， 风 波 又 起 ， 本 应 进入 尾声 的 故事 ， 又 因 一 个 重要 人 物 的 出 场 而 被 引 向 完 
全 不 同 的 方向 。 










































































































































































这 位 半路 杀 出 来 的 “ 程 咬 金 ” 叫 卡尔 丹 (1501 一 1576 )， 可 算是 数学 史 中 最 奇特 的 
人 物 了 。1501 年 ， 卡 尔 丹 出 生 在 意大利 西部 的 由 维 亚 ， 是 一 个 法 官 的 私生子 。 他 有 着 
丰富 多 彩 但 曲折 坎坷 的 一 生 : 他 的 本 行 是 医生 ， 于 1526 年 获 医 学 博士 学 位 ， 但 因 私 生 
子 的 身份 不 被 认可 ,直到 和 凭借 高 超 的 医术 赢得 很 大 声望 后 ， 才 于 1539 年 被 米兰 医学 协 
会 接纳 ， 后 成 为 闻名 欧洲 的 名 医 ; 他 是 一 位 很 投入 的 占星 家 ， 甚 至 画 出 了 耶稣 的 星 位 
图 ， 这 导致 他 在 1570 年 被 指控 信奉 异端 那 说 而 入 狱 ; 他 嗜 赌 成 性 ， 但 也 对 这 种 游戏 进 
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行 了 细致 的 科学 研究 ， 并 完成 了 第 一 本 研究 概率 的 书 《 论 侠 运 气 游 戏 》(1663 年 ) 与 
他 患难 与 共 的 妻子 31 岁 时 早 逝 ; 他 疼爱 的 长 子 在 陷入 一 桩 不 季 的 婚姻 后 毒 死 了 妻子 ， 
被 处 绞刑 ;他 的 小 儿子 生活 放荡 ， 因 偷 钱 付 赌 资 ， 被 他 告发 而 关 进 监狱 。 最 终 ， 卡 尔 
丹 以 离奇 的 方式 告别 了 这 个 世界 : 迷信 占星 术 的 他 预测 自己 将 死 于 1576 年 9 月 21 日 
为 了 实现 自己 的 预言 ， 据 说 他 在 那 一 天 自杀 了 。 
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作为 科学 史上 的 奇人 ， 卡 尔 丹 被 党 为 百科 全 书 式 的 学 者 ， 在 各 种 知识 领域 里 展现 
天 赋 。 他 一 生 写 下 各 种 类 型 的 著作 200 余 种 ,广泛 涉 及 从 科学 到 其 他 领域 的 众多 主题 。 
在 他 去 世 后 一 百年 ， 伟 大 的 羔 布 尼 次 概括 了 他 的 一 生 :“ 卡 尔 丹 是 一 个 有 许多 缺点 的 人 
人 。 没 有 这 些 缺 点 ， 他 将 举世 无 双 。” 
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在 塔 塔 里 亚 与 菲 尔 奥 竞赛 后 不 入， 卡尔 丹 听 说 了 这 一 消息 。 在 此 之 前 ， 他 对 三 次 






























































方程 求解 问题 已 进行 过 长 时 间 的 研究 ， 却 这 无 结果 。 可 以 想象 ， 他 是 多 么 渴望 知道 塔 







































































塔 里 亚 这 位 解 三 次 方程 大 师 的 奇妙 技巧 。 卡 尔 丹 兽 多 次 写 信 给 塔 塔 里 亚 请 求 告 知 其 解 



















































































法 。 塔 塔 里 亚 最 初 都 拒绝 了 。 后 来 ， 卡 尔 丹 疝 塔 塔 里 亚 承诺 将 把 他 及 他 关于 火炮 方面 





















































的 发 现 引见 到 米兰 宫廷 ， 塔 塔 里 亚 有 些 心 动 了 。1539 年 3 月 他 来 到 米兰 与 卡尔 丹 相 







































































见 。 在 卡尔 丹 立 卜 绝 不 公开 发 表 塔 塔 里 亚 的 发 现 之 后 ，3 月 25 日 塔 搭 里 亚 把 为 记忆 
种 形式 的 三 次 方程 求解 法 则 而 编 的 25 行 诗 传 给 了 卡尔 丹 。 下 面 是 解释 x + px =g 的 一 
段 诗 文 : 


































































































立方 共 诸 物 ， 和 要 写 右 边 ， 

巧 设 两 个 数 ， 差 值 同 右 和 ; 

此 法 要 牢记 ， 再 定 两 数 积 : 

区 本 (分 证 二 天天 区 攻 训 | 
既 知 差 与 积 ， 两 数 算 容易 ， 
复 求 立方 根 ， 相 减 题 答 毕 。 


















































上 E 尔 丹 在 其 后 不 久 完成 的 一 部 数学 书 中 遵守 了 自己 的 承诺 ， 没 有 发 表 塔 塔 里 亚 的 
成 果 。 随 后 ， 卡 尔 丹 开始 更 深入 地 钻研 这 个 问题 ， 经 过 几 年 的 努力 ， 他 终于 得 到 各 种 
类 型 三 次 方程 的 解法 及 其 几何 证 明 。 这 期 间 ， 卡 尔 丹 曾 得 到 他 的 一 个 学 生 的 帮助 。 这 
个 学 生 的 名 字 叫 费 拉 里 (1522 一 1565 )， 是 我 们 这 段 故事 最 后 出 场 的 人 物 。 






















































































































































































费 拉 里 14 岁 时 成 为 卡尔 丹 的 家 仆 。 卡 尔 丹 发 现 了 他 的 出 众 才 能 ， 收 他 为 学 生 和 
助手 。 费 拉 里 18 岁 时 接替 卡尔 丹 在 米兰 讲学 ， 他 最 大 的 贡献 是 发 现 了 四 次 方程 的 一 般 
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费 拉 里 一 直 参 与 卡尔 丹 有 关 三 次 方程 求解 的 工作 。 经 过 合作 研究 ， 两 人 获得 了 众 
多 进展 。 但 是 卡尔 丹 和 费 拉 里 发 现 的 解法 都 建立 在 塔 塔 里 亚 的 解法 基础 上 。 由 于 卡尔 
上 丹 立 下 的 此 言 ， 塔 塔 里 亚 不 公布 其 解法 ， 他 们 的 新 发 现 就 不 能 公布 。 后 来 ， 卡 尔 丹 听 
说 费 罗 的 女婿 纳 夫 手中 持 有 费 罗 的 原稿 。 于 是 ，1544 年 他 与 费 拉 里 一 起 到 博洛尼亚 拜 













































































访 纳 夫 ， 获 准 阅 读 费 罗 的 手稿 ， 发 现 费 罗 先 于 塔 塔 里 亚 得 到 了 相同 的 三 次 方程 解法 。 
既然 这 种 技巧 已 经 出 现在 费 罗 的 论文 中 ， 卡 尔 丹 觉得 已 经 没有 必要 再 受 自 己 卜 言 的 约 
束 。1545 年 ， 卡 尔 丹 出 版 了 《大 术 》 一 书 ， 将 三 次 方程 解法 公之于众 。 书 中 ， 卡 尔 丹 
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对 不 完全 三 次 方程 解法 的 来 源 做 了 明确 说 明 :“ 费 罗 大 约 于 30 年 前 发 现 了 这 一 法 则 
传授 给 菲 奥 尔 ， 后 者 曾 与 宣称 自己 也 发 现 该 法 则 的 布雷 西亚 的 塔 塔 里 亚 辩 论 。 塔 塔 昌 
亚 在 我 的 尽 求 下 将 方法 告诉 了 我 ， 但 没有 证 明 。 在 这 种 帮助 下 ， 我 克服 了 很 大 困难 找 
到 了 证 明 ， 现 陈述 如 下 ……” 
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虽然 ， 卡 尔 丹 特 别提 到 了 塔 塔 里 亚 的 贡献 ， 然 而 事实 是 ， 随 着 《大 术 》 一 书 的 出 
版 ， 卡 尔 丹 立刻 赢得 了 极 大 赞誉 ， 而 塔 塔 里 亚 的 贡献 则 完 

本 该 自己 享有 的 荣誉 被 卡尔 丹 抢 去 了 ， 因 此 ， 卡 尔 丹 的 “失信 ”行为 激 起 塔 塔 里 亚 的 
狂怒 是 完全 可 以 理解 的 。1546 年 ， 塔 塔 里 亚 在 出 版 的 一 本 书 中 责骂 了 卡尔 丹 的 背 信 
行为 ， 于 是 一 场 争 吵 不 可 避免 地 发 生 了 。 虽 然 塔 塔 里 亚 要 求 与 如 日 中 天 的 卡尔 丹 直 接 
交锋 ， 但 当时 正 处 于 背 妻 之 痛 的 卡尔 丹 保持 了 沉默 。 起 而 应 战 的 是 费 拉 里 ， 这 位 以 脾 
气 暴躁 著称 且 又 忠诚 的 学 生 要 报答 老师 的 知 遇 之 恩 (17 岁 曾 在 一 次 争执 中 失去 右手 手 
指 )。 一 时 间 ， 充 满 火药 味 的 信件 在 塔 塔 里 亚 与 费 拉 里 之 间 飞 来 飞 去 。1548 年 8 月 10 
日 ， 在 米兰 的 公开 辩论 使 这 场 冲 突 达 到 了 白热化 。 当 天 辩论 时 ， 米 兰 总 督 做 评判 人 ， 
米兰 人 蜂拥 而 至 。 辩 论 开 始 ， 塔 塔 里 亚 批驳 费 拉 里 解答 中 的 错误 ， 费 拉 里 则 指责 对 方 
不 能 解 四 次 方程 。 双 方 的 争论 从 上 午 十 点 持续 到 晚饭 时 间 ， 结 果 却 是 不 了 了 之 。 第 二 
天 ， 客 场 作战 的 塔 塔 里 亚 未 等 裁决 结果 就 离开 了 米兰 。 费 拉 里 宣称 自己 矿 得 了 胜利 。 
此 后 ， 塔 塔 里 亚 失去 了 薪金 丰厚 的 讲学 职位 ， 抱 恨 而 终 。 而 费 拉 里 却 因此 名 声 大 震 ， 
并 平步青云 。 然 而 乐 极 生 悲 的 是 ，1565 年 ， 年 仅 43 岁 、 已 成 为 大 富翁 的 费 拉 里 忽然 


去 世 ， 据 说 是 他 妹妹 图 谋 他 的 财产 ， 毒 死 了 他 。 



































全 被 忽视 了 。 塔 塔 里 亚 坚信 
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这 些 就 是 围绕 着 三 次 方程 求解 所 发 生 的 故事 ， 激 烈 、 复 杂 、 有 趣 却 叉 不 免 有 点 
青 。 由 于 卡尔 丹 最 早 发 表 了 求解 三 次 方程 的 方法 ， 因 而 数学 上 三 次 方程 的 解法 被 称 为 
“卡尔 丹 公 式 ”， 塔 塔 里 亚 之 名 漂 没 无 闻 。 这 对 塔 塔 里 亚 来 说 似乎 欠 公 平 。 不 过 ， 在 历 
史上 ， 这 类 争夺 优先 权 的 论战 又 何止 这 一 树 呢 ?” 随 着 时 间 的 推移 ， 当 时 对 于 个 人 如 此 
重要 的 事 ， 对 后 人 而 言 却 不 过 是 “古今 多 少 事 ， 都 付 笑谈 中 ”而 已 。 
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抛 开 个 人 恩怨 得 失 


怎样 解 三 次 和 四 次 方程 。 


， 我 们 看 到 的 是 ， 在 这 出 翡 高 















































剧 谢幕 时 ， 


数学 家 们 已 











经 知道 了 














16 世纪 最 壮观 的 数学 成 就 














































































































































































































我 们 先 来 考察 一 下 上 面 提 到 的 缺 二 次 项 的 三 次 方程 x +mx =n (系数 m、n 为 正 
数 ) 的 解法 。 对 此 类 方程 ， 费 罗 与 塔 塔 里 亚都 得 到 了 解法 ,但 均 未 发 表 。 卡 尔 丹 在 
《大 术 》 第 十 一 章 以 和 +6x= 20 为 例 ， 给 出 了 这 类 方程 的 解法 。 用 现代 符号 ， 我 们 大 
致 阐 述 一 下 其 思路 。 

学 虑 恒等式 (Ce- 久 +3ap(a -人 = -六 ， 将 这 一 恒等式 与 +mx=n 对照 ,我们 
可 以 设 x=a-p ， 这 只 需 靖 =3ap, n=a’ 一 户 即 可 。 这 样 ， 只 要 我 们 选取 适当 的 a、b， 则 
x 由 a--b 给 出 。 于 是 问题 转化 为 求 满足 m=3ab, n=a -这 一 条 件 的 a、4。b。 

3 
一 条 件 又 可 以 变化 为 : a (-b) = 27’ +b) =no 
这 意味 着 ai、 尹 是 二 次 方程 必 -m -上 =0 的 两 个 根 。 于 是 原来 的 三 次 方程 求解 



























































问题 转化 成 了 当时 人 们 已 熟知 的 二 次 方程 。 套 用 


a 1 
2 V4 2 

















次 方程 的 求 根 公 式 即 可 得 至 








| 














2 3 
最 终 得 出，x2a-b = 中 al ja + 二 。 
2 4 2 4 27 
这 一 由 符号 表示 的 结果 与 卡尔 丹 的 结论 是 相同 的 ， 只 是 他 的 文字 人 氢 述 要 复 
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i A vs ss 8 Es 世相 NA 
将 一 次 项 系数 的 = 立方 ; 加 上 常数 项 之 羊 的 平方 ; 并 取 整 个 的 平方 根 。 现 在 对 这 个 数 


分 别 加 上 及 减 去 常数 项 之 半 
未 知 数 的 从 


































































































的 一 步 。 与 二 次 方程 证 














了 上 述 方程 


























那么 ， 第 一 个 数 的 立方 根 与 第 二 个 数 的 立方 根 之 差 便 是 








这 一 公式 ，x+6x=20 解 为 : x= 引 108+10- 引 1108-10 。 

















时 的 严格 标准 ， 即 任何 代数 结果 必须 经 过 几何 方法 的 证 明 才 被 确 i 
解法 的 复杂 证 明 ， 这 在 当时 被 认 ; 










































































“立方 体 填 



































时 用 的 正方 形 填补 法 相 类 似 ， 卡 尔 丹 的 证 明 
































重要 











KK 质 上 是 一 种 
































=mx+n, XxX? +n=mx 的 类 


项 的 三 次 方程 









































于 当时 的 数学 家 一 般 不 接受 负数 ， 于 是 ， 卡 尔 丹 不 得 不 在 后 面 的 两 章 继续 研究 









































卡尔 丹 在 书 中 第 十 四 章 至 第 十 六 章 探 讨 了 三 种 缺 一 次 





















































十 三 章 探 讨 了 7 种 四 项 俱全 的 三 次 方程 

















卡尔 





丹 根 据 二 次 项 、 一 次 项 和 第 数 项 的 位 置 不 同 ， 


出 了 不 同 的 求 





























因此 对 三 次 7 


如 何 解决 这 类 不 缺 项 的 三 次 方程 ?谜底 揭 开 后 倒是 很 简单 的 ， 需 要 上 
换 而 已 。 






























































。 也 就 是 说 ， 








巴 三 次 方程 分 为 13 种 类 型 ， 



































sn 
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《大 术 》 另 


型 的 方程 。 
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第 三 十 九 章 ! 











出 的 法 则 ， 
次 方程 的 解 。” 我们 



































只 是 


pb re 3 
， 令 y=x+ 一 ， 即 可 消去 二 次 项 ， 将 其 转换 为 已 解决 的 六 +py+q=0 








解法 则 及 证 明 。 而 现在 允许 系数 为 非 负数 ， 


种 统一 的 形式 ， 即 2 +pc +cx+d=0， 其 中 wz0。 


个 代 


果 是 给 出 了 由 费 拉 里 发 现 的 四 次 方程 解法 。 它 出 现在 《大 术 》 


























































































































两 页 配方 得 ，[ + 












































四 次 方程 x*+bx*+cx+d =0。 
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= 一 Cx+ 一 -0Q。 
4 





















































9 基本 思路 是 通过 引入 参数 把 等 式 的 两 边 都 配 成 完全 平方 形式 。 























个 法 则 ， 并 且 ， 比 前 一 个 法 则 更 为 壮观 。 这 就 是 费 拉 里 提 





的 要 求 ， 将 其 发 现 交 给 我 ， 根 据 费 拉 里 法 则 ， 我 们 可 以 求 出 所 有 四 
现在 的 符号 大 致 说 明 一 下 费 拉 里 的 思路 。 











为 此 引入 参数 y， 方 程 两 边 Fn 2 (x 4 可 得 到 


"3 -2 x + 
2 
cm | 





b 
+y -cx+——d 
7 4 




















0， 即 2 =0。 


程 。 根 据 卡 尔 丹 公 式 ， 
































和 边 为 了 成 为 完全 平方 式 ， 





























方式 。 因 此 通过 两 边 




















那么 一 般 
是 原 方程 将 转化 为 已 


LH 











四 次 方程 ax* +bx’ +cx2 十 dx 十 


























这 就 是 费 拉 里 给 出 的 




















整理 此 式 ， 可 以 看 到 这 是 
一 定 可 以 解 出 y。 然 后 把 y 代 入 (*) 式 ，(*) 式 两 边 都 是 完全 平 

















需 右 边 多 项 式 的 判别 式 为 








到 关于 x 的 两 个 二 次 方程 ， 














e=0 又 如 何 
获 解 决 的 缺 三 次 项 的 四 次 方程 y 











个 关于 y 的 三 次 方 











可 求 得 x 。 


求解 呢 ? 可 作 代 换 >= x+ 2， 


4a 


+my” +ny+k=0。 























四 次 方程 的 大 概 解法 。 其 

















数 方程 理论 





























E 如 我 们 已 经 提 到 的 ， 




















有 普遍 意义 ， 并 成 为 现代 代 


























于 系数 为 正 ， 所 以 























《大 术 》 一 书 不 得 不 考虑 复杂 


口 





型 的 四 次 方 和 








NN 

















是 最 一 般 ” 的 以 外 ， 


























的 四 次 方程 ”! 即便 对 列 出 






































。 事 实 上 ， 卡 尔 用 








;中 列举 了 20 种 不 同类 




















还 有 67 种 其 他 类 型 



































型 的 四 次 方程 ， 

















县 有 再 像 处 理 三 次 方程 



































落 样 展 而 只 是 




















并 选 出 部 分 典型 】 















































道 ， 五 年 时 i 




















EF 尔 丹 的 自 奔 是 有 i 





bh 的 《大 术 》 一 
































初 认为 三 次 7 




















学 史家 伊 夫 斯 








时 不 能 解 的 观点 被 和 








也 许可 以 持续 几 























目 举例 说 明 。 在 书 的 结尾 他 写 














书 使 解 方程 的 艺术 达到 了 新 高 度 ， 当 
四 次 方程 的 解决 被 数 








切 底 粉碎 。 书 中 关于 三 次 方程 和 
最 壮观 的 数学 成 就 "。 此 外 ， 作 为 代数 发 展 史 上 里 程 碑 的 























《大 术 》 还 推 5 
































第 一 个 允许 二 次 方程 和 三 

















EE 尔 丹 在 书 中 详 

























































































方程 的 人 负数 根 ， 成 为 欧洲 
负 根 存在 的 人 。 他 指出 一 个 三 次 方程 能 有 三 个 根 ， 









































文 此 工作 被 认为 是 代数 方程 理论 











个 四 次 方程 能 
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从 整个 数学 的 发 展 来 看 ， 这 本 16 世纪 最 重要 的 数学 著作 更 具有 承前启后 的 重 


义 。 企 承 前 方 日 







































































要 
， 二 次 、 四 次 方程 求解 上 承 二 次 方程 干 余 年 的 求解 成 果 。《 大 术 》 在 许 
















































































多 方面 保持 着 花 拉 子 密 的 风格 : 系数 只 能 为 具体 的 数 ; 要 求 方程 的 系数 为 正 数 ， 所 L 










































































不 得 不 对 方程 分 类 处 理 ; 没有 使 用 代数 符号 ， 对 方程 、 方 程 的 解法 与 规则 的 说 明 都 用 
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抑 长 的 语言 叙述 ;使 用 几何 证 明 等 。 这 并 非 卡尔 丹 的 局 限 ， 而 是 那个 时 代 的 局 限 。 在 

















































































































启 后 方面 ， 他 首先 注意 到 三 次 方程 求解 的 不 可 约 情 形 ， 此 提出 虚数 问题 ， 这 对 方 






















































































程 理论 研究 有 重要 意义 。 更 重要 的 是 ,《 大 术 》 对 三 次 、 四 次 方程 的 解决 成 为 17 世纪 


















































和 18 世纪 数学 家 对 更 高 次 方程 展开 一 系列 漫长 而 影响 深远 的 探讨 的 起 跑 点 。 








第 四 节 
另 两 位 代数 学 之 父 














在 第 二 节 中 ， 我 们 介绍 了 两 位 代数 学 之 父 。 一 位 是 丢 番 图 ， 启 得 这 一 
称号 主要 是 因为 他 引入 了 未 知 数 ， 创 设 了 未 知 数 的 符号 ， 并 有 建立 方程 的 
思想 。 另 一 位 是 花 拉 子 密 ， 他 主要 凭借 系统 论述 了 求解 一 次 、 二 次 方程 的 
方法 而 享有 这 一 美誉 。 除 这 两 人 外 ， 历 史上 还 有 两 位 数学 家 被 冠 以 “代数 
学 之 父 ”"， 他 们 是 韦 达 与 高 斯 。 我 们 在 这 一 方 就 来 介绍 这 两 位 及 其 在 代数 全 

































































































































































韦 达 与 符号 代数 

















韦 达 (1540 一 1603 )， 是 16 世纪 最 伟大 的 数学 家 。 韦 达 不 是 专职 数 仿 
家 ， 他 本 行 是 律师 ， 并 从 事 政 治 活 动 ， 曾 以 律师 身份 在 法 国 议会 里 工作 。 
但 他 几乎 把 所 有 的 空闲 时 间 都 用 在 了 数学 研究 上 。 他 专注 数学 到 什么 程度 
呢 ? 有 时 解决 某 些 问题 ， 可 以 连续 几 夜 不 睡 
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关于 韦 达 有 一 些 迷 人 的 趣事 。 比 利 时 一 个 外 交 官 向 法 国 国王 亨利 四 世 奔 燃 说 ， 法 
国 没 有 一 个 数学 家 能 解 他 们 国家 罗曼 
要 求解 一 个 45 次 方程 。 国 王 召 来 韦 达 ， 让 他 看 了 方程 。 韦 达 发 现 它 关 联 着 三 角 函 数 ， 
几 分 钟 就 给 出 了 两 个 根 ， 接 着 解 出 了 另外 21 个 根 ， 忽 略 了 负 根 。 之 后 ， 韦 达 挑 战 罗曼 
8 斯， 让 他 解 阿 波 罗 尼 奥 斯 的 间 题 ( 夯 一 个 圆 与 三 个 给 定 的 圆 相 切 )， 但 罗曼 纽 斯 没 能 
] 欧 几 里 得 的 方法 得 到 解 。 当 他 看 了 韦 达 的 绝妙 解法 后 ， 就 去 拜访 韦 达 ， 两 人 发 展 出 
段 真诚 的 友谊 






























































NNS 


组 斯 (1561 一 1615 ) 在 1593 年 提出 的 问题 ， 它 需 


























































































































MS 








bl 

















































































































O 





























男 一 个 故事 是 ， 在 法 国 与 西班牙 的 战争 中 ， 韦 达成 功 破译 了 西班牙 的 几 百 字 的 密 
码 ， 使 法 国 在 两 年 的 对 西 战争 中 赢得 了 先 机 。 然 而 ， 西 班 牙 国 王菲 利 普 二 世 根 本 不 信 
有 人 能 破解 那个 密码 ， 于 是 他 向 教 旦 抱怨 说 法 国人 用 魔法 对 抗 他 的 国家 。 
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韦 达 一 生 写 了 大 量 三 角 、 代 数 和 几何 的 书 ， 多数 都 是 自费 印刷 发 行 的 。 他 最 主要 
的 贡献 表现 在 代数 方面 。 





















































韦 达 最 为 我 们 所 熟悉 的 成 就 是 他 关于 根 与 系数 关系 的 发 现 ， 事 实 上 ， 一般 人 知道 
韦 达 的 名 字 正 是 由 于 这 一 绪论 被 命名 为 “ 韦 达 定理 ”。 韦 达 定 理 在 1591 年 完成 ， 在 和 9 
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达 去 世 后 才 出 版 的 一 本 书 中 公布 : 二 次 方程 中 ， 如 果 第 二 项 的 系数 是 两 数 和 的 相反 
数 ， 第 三 项 的 系数 是 这 两 数 的 乘积 ， 那 么 这 两 个 数 就 是 这 个 方程 的 根 。 用 我 们 所 熟 


悉 的 现代 形式 表示 就 是 , 设 %, x 是 二 次 方程 x + px+q=0 的 两 个 根 ,， 则 x + x, = 一 P， 























































































































后 来 ， 人 们 把 韦 达 定理 推广 到 更 高 次 的 方程 。 一 般 情 形 的 一 元 n 次 方程 的 根 与 系 
数 的 关系 ， 是 由 和 荷兰 数学 家 吉 拉 德 于 1629 年 提出 的 ， 其 证 明 则 是 在 笛 卡 儿 于 1637 年 
提出 因 式 定理 、 高 斯 于 1799 年 证 明了 代数 基本 定理 以 后 才 完 成 的 。 




































































































































































在 方程 论 方面 ， 韦 达 的 另 一 成 就 是 改进 了 三 次 和 四 次 方程 的 解法 。 如 


EF 达 解 法 的 思路 如 下 : 令 x= 多 -py 由 则 方程 变 为 





























hn 








缺 项 三 次 方程 x +3ax=b， 





























3 
的 +30 2 中- 经 整理 后 ， 得 出 中 + 下 =0 ， 这 个 以 六 为 未 知 量 的 二 


次 方程 可 解 。 求 得 y 后 ， 青 求 y 与 x 即 可 。 


















































韦 达 在 代数 学 方面 更 重要 的 贡献 ， 则 是 他 在 丢 番 图 的 启发 下 引入 了 符号 代数 思想 。 






























































1591 年 ， 圳 达 发 表 其 代表 作 《 分 析 术 引 论 》。 与 以 往 曾 有 人 偶然 地 用 到 字母 与 符 
号 不 同 ， 韦 达 是 第 一 个 有 意识 且 系 统 使 用 了 字母 与 符号 的 人 。 由 此 ， 他 创立 了 一 般 的 
符号 代数 。 在 他 手中 ， 字 母 不 仅 用 于 表示 未 知 量 或 未 知 量 的 需 ， 而 且 用 以 表示 一 般 的 
系数 。 



































































































































































































































在 前 面 的 介绍 中 ， 我 们 看 到 从 古 埃及 和 十 巴比伦 时 代 起 ， 数 学 家 们 仅 解 决 带 有 数 
字 系 数 的 一 次 、 二 次 、 三 次 和 四 次 方程 。 因 而 , 像 3x*+5x+6=0 和 4x”*+6x+7=0 这 
两 个 方程 被 认为 是 不 一 样 的 ， 尽 管 很 明显 地 存在 着 一 种 同样 的 方法 来 解决 这 两 个 方程 。 
此 外 ,为 了 避免 负数 ， 在 很 长 的 一 段 时 期 内 ， 人 们 将 诸如 x -7x+8=0 这 样 的 方程 用 
x +8=7x 的 形式 来 人 处理， 这 样 ， 同 次 方程 中 就 有 许多 种 类 型 并 且 每 一 种 都 要 分 别 求 
解 。 而 当 韦 达 首 先 引 入 字母 系数 (并 接受 负 系 数 ) 后 ， 所 有 的 二 次 方程 便 可 以 统一 写成 
ax?+bx+c=0 的 形式 并 用 统一 的 方式 来 处 理 。 在 这 里 ，a、bp、c 这 些 字母 系数 可 以 
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表示 任意 数 ，x 则 代表 未 知 量 。 



































韦 达 将 新 型 的 代数 叫 作 “类 的 运算 ”， 以 区 别 于 数字 计算 。 他 清楚 ， 当 研究 一 般 
二 次 方程 ax*+bx+c=0 时 ,他 所 处 理 的 是 完整 一 类 的 表达 式 。 在 书 中 ， 他 还 划分 了 算 
术 与 代数 的 界限 。 在 他 看 来 ， 代 数 是 作用 于 事物 的 类 别 或 形式 上 的 方法 ， 是 类 的 运算 。 
而 算术 和 数字 系数 的 方程 则 是 与 数 打交道 ， 是 数字 计算 。 通 过 引入 类 的 运算 ， 韦 达 在 
代数 学 的 发 展 中 过 出 了 一 大 步 ， 他 使 代数 成 了 研究 一 般 的 类 和 方程 的 学 问 。 


















































































































































































































































这 种 处 理 的 明显 优点 是 我 们 所 熟悉 的 : 如 果 证 明了 某 种 求解 we +bx+c=0 的 方法 
是 正确 的 ， 那 么 ， 这 种 方法 就 可 以 确保 求解 无 穷 多 个 具体 方程 的 正确 性 。 这 就 使 代数 
证 明 的 普遍 性 成 为 可 能 。 



























































































































































不 过 ， 圳 达 的 代数 符号 与 现代 符号 仍 相 去 甚 远 ， 其 书 中 所 记载 的 方程 形式 和 现 
在 的 还 有 很 大 差别 。 对 于 习惯 于 现代 数学 的 读者 来 说 ， 他 选用 的 符号 并 不 优良 ， 他 
辅音 字母 表示 已 知 量 ， 元 音字 母 表示 未 知 量 的 方法 没有 沿用 下 来 。 用 a、b、c 表示 
已 知 量 , x、y、z 表示 未 知 量 的 习惯 用 法 是 法 国 数 学 家 笛 卡 儿 继 韦 达 之 后 提出 的 。 男 
外 ， 韦 达 书 中 还 附 有 过 多 的 文字 说 明 (如 相等 、 相 乘 等 没有 专用 符号 ， 而 是 用 文 酬 对 
示 )。 举 一 个 例子 ,方程 x +30x +44x =1560 ， 在 韦 达 的 书 
aequatur 1560。 在 韦 达 之 后 ， 数 学 符号 继续 被 引入 ， 符 号 体系 不 断 得 到 改进 和 完善 ， 
最 终 形 成 了 我 们 现在 所 熟悉 的 代数 符号 体系 ， 其 中 17~18 世纪 的 笠 卡 儿 、 莱 布 尼 次 和 
欧 拉 等 都 在 这 方面 做 出 过 重要 的 贡献 。 







































































































































































































































































































































































i 



































表示 为 : 1C+30Q+44N， 
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尽管 如 此 ， 韦 达 的 确 是 朝 着 用 字母 表示 方程 的 方向 近 出 了 非常 重要 的 一 步 ， 而 他 
在 建立 代数 符号 体系 方面 所 做 出 的 单 越 贡献 彻底 改变 了 代数 学 的 面貌 ， 因 此 他 补 称 为 
“代数 学 之 父 ”。 如 果 认 为 代数 学 本 质 上 最 大 的 变革 是 从 符号 体系 方面 开始 的 ， 那 么 作 
为 符号 代数 芮 基 者 的 韦 达 获得 这 一 称号 是 名 副 其 实 的 。 
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高 斯 与 代数 基本 定理 


























一 个 代数 方程 是 否 总 























有 有 解 ”如果 把 数 系 的 范 而 














我 们 无 法 保证 这 一 点 。 最 简 








单 的 例子 是 ，x? +1=0 














限 外 

















在 整数 、 有 理 数 甚至 实数 内 ， 
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坚 。 那么 党 在 复数 范 呈 | 














FE 整数 、 有 理 数 甚至 实数 范围 为 无 















































和 考虑， 情况 又 将 如 何 | 








年 ， 达 并 贝 尔 给 出 这 一 结 














的 一 个 不 太 严格 的 订 




















论文 














迈 出 这 困难 的 一 步 后 ， 人 们 进 




















计算 )。 
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第 一 个 较 严格 地 证 明 ] 





2? 讨 














F 多 人 猜测 管 案 是 表 定 的 。1746 


FE 明 。1799 年 ，22 岁 的 高 斯 在 其 博士 





















































: 实 系数 的 n 次 方程 总 是 包 


今 云 / 








到 至 少 个 复 根 。 当 然 ， 人 









































而 较 容易 地 推出 n 次 方程 有 

















昌 仪 有 nn 个 复 根 ( 重 根 按 重 数 


















































在 高 斯 的 证 明之 后 ， 柯 
要 性 的 高 斯 本 人 在 1815 年 、 





1816 和 








西 等 数学 家 又 给 出 了 若干 证 明 。 而 充分 认识 到 这 一 结果 重 


F 给 出 了 另外 两 个 证 明 。 最 初 人 们 的 证 明 都 假定 系 












































数 是 实数 ， 即 任意 实 系 数 多 项 式 方 程 至 少 存 在 一 个 复 根 。1849 年 在 庆祝 取得 博士 学 位 








50 周年 的 纪念 会 上 ， 高 斯 发 








了 这 一 结论 的 第 四 
























































推广 到 复数 ， 即 高 斯 证 明了 : 人 


正 系数 的 方程 ， 根 可 能 不 是 正 数 。 整 系数 的 方程 ， 











F 意 复 系数 多 项 式 方 程 


个 证 明 。 这 一 证 明 首 次 把 方程 的 系数 


至 少 存在 一 个 复 根 。 容 易 知道 ， 







































































根 可 





能 不 是 整数 。 有 理 系数 的 方程 ， 




























































































根 可 能 不 是 有 理 数 。 实 系数 的 方程 ， 根 可 能 不 是 实数 。 但 复 系数 代数 方程 ， 它 的 根 还 





是 复数 。 利 用 代数 方程 ， 没 法 使 复数 家 族 增加 新 成 员 了 ， 这 叫 作 “复数 系统 的 代数 封 














闭 性 ”。 








“一 元 n 次 方程 至 少 


数 基本 定理 。 这 个 名 称 源 于 当 





了 代数 方程 根 的 存在 性 。 

















有 一 个 复 根 ” 这 一 在 方程 论 
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心地 位 的 结论 ， 被 称 为 代 


























时 方程 理论 和 代数 学 
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过 





























就 是 一 回 事 ， 而 这 一 定理 保证 
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代数 基本 定理 的 获 证 在 代数 学 发 展 史上 具有 里 程 碑 的 意义 。 利 用 这 一 结果 ， 人 们 
可 以 很 快 推出 其 他 结果 ， 如 一 个 n 次 多 项 式 能 分 解 成 线性 因 式 的 乘积 ,任何 实 系 数 多 
项 式 可 表示 成 一 次 和 二 次 实 系数 因 式 的 乘积 等 。 而 高 斯 正 因 为 在 证 明 这 一 定理 中 做 出 
了 关键 性 贡献 ， 所 以 有 数学 史家 也 把 高 斯 称 为 “代数 学 之 父 ”。 








































































































































































































代数 基本 定理 的 证 明 ， 产 生 了 多 方面 的 影响 。 





























一 方面 ， 这 一 定理 的 成 立 必 须 依赖 于 数 系 的 扩充 。 数 系 的 扩充 是 贯穿 于 数学 历史 
的 一 条 明显 的 红线 。 但 与 人 们 通常 的 想象 不 同 ， 数 系 的 扩充 经 历 了 极其 漫长 、 复 杂 、 
折 的 过 程 。 我 们 以 负数 、 复 数 的 引入 为 例 人 简单 说 明 一 下 。 







































































| 



















































































古代 中 国 ， 最 晚 到 公元 1 世纪 下 半 叶 ， 已 经 有 了 明确 的 负数 概念 。 但 在 西方 负 
数 概念 被 认可 经 历 了 极 长 的 时 间 。 比 如 ，17 世纪 的 法 国 著名 数学 家 帕斯卡 仍 认为 :“ 从 
0 减 去 4 纯粹 是 胡说 。 











































































































日 当面 对 负数 能 否 作为 方程 的 系数 与 方程 的 根 这 一 问题 时 ， 东 西方 态度 则 非常 一 
致 ， 他 们 都 持 小 心 惨 翼 的 否定 态度 。 






























































在 方程 系数 方面 ， 我 们 现在 对 其 正 负 不 作 区 分 。 比 如 说 ， 二 次 方程 的 一 般 形 式 3 
们 可 以 记 作 ac +bx+c=0， 其 中 的 系数 a、b、c 可 正 可 负 ， 就 是 说 我 们 对 系数 的 正 负 
是 一 视 同 仁 的 。 然 而 在 吝 代 ， 东 西方 迈 出 这 一 步 都 非常 不 容易 。 我 们 已 经 提 到 ， 人 花 所 
子 密 和 卡尔 丹 在 解 二 次 、 三 次 方程 时 ， 都 限定 系数 为 正 。 这 一 点 到 代数 学 之 父 去 达 时 ， 
尚 无 改变 ， 他 拒绝 用 字母 系数 表示 负数 。 直 到 17 世纪 中 叶 ， 西 方才 有 数学 家 人 允许 字母 
系数 既 可 以 代表 正 数 ， 又 可 以 代表 负数 。 在 此 以 后 ， 西 方 人 才 慢 慢 接受 了 负 系 数 。 在 
我 国 ， 直 到 宋 元 时 期 ， 才 逐步 在 方程 中 引入 了 负 系 数 。 
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在 方程 的 根 方面 ， 我 们 现在 既 取 正 根 ， 也 取 负 根 。 但 在 数学 发 展 史上 ， 近 出 这 
一 步 同样 经 历 了 漫长 的 岁月 。 如 西方 历史 上 第 一 个 引入 负数 运算 的 丢 番 图 ， 只 接受 
正 有 理 根 ， 负 根 与 无 理 根 都 被 他 忽略 。 之 后 的 长 时 期 内 ， 多 数 西方 数学 家 都 拒绝 接 



























































































































































受 方程 的 负 根 。 比 如 ， 韦 达 在 解 方程 碰 到 负 根 时 就 把 它 售 去 。 在 我 


















































的 公元 1 世纪 到 数学 最 里 盛 的 宋 元 时 期 ， 在 对 待 方程 的 负数 根 记 


是 不 予 考虑 。 























随 着 数学 家 最 终 接受 负数 ， 负 数 在 数学 中 的 重要 性 与 必要 怕 






































于 o 在 前 面 f 









































































































































必要 性 。 此 外 ， 引 入 负数 后 ， 许 多 无 解 的 方程 也 有 了 解 。 









































下 面 再 来 简单 看 一 下 复数 的 引入 。 




















如 我 们 所 妆 悉 的 ， 在 解 二 次 方程 时 就 会 遇 到 负数 开 习 





























国 ， 从 产生 负数 
采取 的 态度 
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区 





























节 ， 我 们 已 经 看 到 花 拉 子 密 、 卡 尔 丹 在 处 理 方程 时 ， 因 为 没有 负 系 数 的 思 














和 不 得 不 














把 我 们 现在 看 来 相同 的 方程 分 为 不 同 的 类 型 ， 从 而 带 来 许多 不 必要 的 复杂 ， 


求解 变 得 烦琐 不 堪 。 通 过 古今 这 种 繁 简 的 强烈 对 比 ， 我 们 应 能 从 










































































引入 却 是 解 三 次 方程 的 产物 。 事 实 上 ， 人 们 早期 遇 到 立 +1=0 之 类 的 
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的 方式 是 




















避 ， 即 认为 这 样 的 方程 无 解 。 事 情 的 转折 来 上 
公式 的 发 表 。 比 如 我 们 考虑 一 下 三 次 方程 =15x+4。 利 用 
































使 方程 


1 领略 到 负数 引入 的 


， 复 数 的 
7 程 时 ， 采 
了 三 次 方程 求 根 
及 公式 可 以 得 到 


























x =V24V121 2T。 要 知道 16 世纪 数学 家 对 负数 尚 持 


















































现 负 数 的 平方 根 在 当时 的 数学 家 看 来 绝对 是 荡 雇 与 不 可 接受 也 
效 的 回避 办 法 ， 将 这 一 方程 当 作 不 可 解 的 三 次 方程 而 予以 排除 

























































































数 ， 就 避 开 x+4=2 之 类 的 问题 一 样 。 然 而 ， 这 一 次 事情 似乎 更 麻烦 。 因 为 对 上 面 这 























个 三 次 方程 来 说 ， 恰 恰 可 以 很 容易 验证 出 它 有 三 个 了 
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实 根 -2+V3 。 所 以 ， 现 在 的 困难 在 于 ， 我 们 没有 理由 






























































解 或 者 不 值得 解 ， 而 是 应 该 去 导 找 一 种 解释 ， 说 明 为 















































司 的 完美 实数 根 : 4 及 另外 两 个 
上 述 的 方程 ， 即 认为 它 没 




















真正 解 之 

















间 存 在 着 似乎 不 可 调和 的 矛盾 。 后 来 ， 人 们 认识 到 ， 在 

































































避免 要 陷入 一 类 新 数 的 困惑 之 中 。 特 别 是 ， 如 上 面 例子 
























































根 是 互 不 相同 的 实数 时 ， 用 卡尔 丹 公 式 得 到 的 结果 是 由 两 
成 ,疑难 无 可 避免 。 卡 尔 丹 在 书 中 指出 了 这 类 疑难 的 存在 并 i 


































































































] 求 根 公式 解 三 次 方程 时 不 可 


方程 的 三 个 


负 的 数组 
日 并 未 解 
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决 。 后 来 ， 意 大 利 数学 家 部 贝 利 迈 出 了 勇敢 的 一 步 。 在 1572 年 的 论文 
类 新 的 数 即 我 们 现在 所 称 的 “虚数 "， 通 过 熟练 应 用 这 类 虚数 ， 他 发 现 可 以 得 到 方程 


x =15x+4 的 实数 解 。 于 是 ， 虚 数 成 为 运载 数学 家 从 实数 三 次 方程 到 达 其 实数 解 的 必 


， 他 接受 一 
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要 工具 。 也 就 是 说 ， 人 们 从 熟悉 的 实数 领域 出 发 并 最 终 回 到 实数 ， 但 中 途 须 进入 一 个 
当时 人 们 不 熟悉 的 虚数 世界 以 完成 这 一 旅程 。 这 种 人 处理 方式 对 当时 数学 家 来 说 有 些 不 
可 思议 ,然而 却 可 以 在 形式 上 有 效 地 解决 用 卡尔 丹 公 式 解 三 次 方程 出 现 的 矛盾 。 于 是 ， 
邦 贝 利 的 新 思想 及 由 之 产生 的 新 方法 ,使 人 们 在 一 定 程度 上 开始 认真 看 待 复数 。 复 数 
作为 一 种 有 用 的 工具 ， 被 数学 家 引入 了 ， 此 后 它 被 数学 家 们 越 来 越 熟 练 地 使 用 。 然 而 ， 







































































即使 到 了 数学 家 已 经 对 复数 的 运算 达到 相当 熟练 的 程度 ， 复 数 作 为 数 的 地 位 仍然 无 法 
得 到 确立 。 

































































代数 基本 定理 的 认识 与 证 明 为 普遍 认可 复数 提供 了 新 的 理由 与 推动 力 。 正 如 我 们 
已 经 看 到 的 ， 历 史上 容许 哪些 根 不 容许 哪些 根 一 直 是 有 和 争议 的 。 在 16、17 世纪 ， 甚 至 
到 19 世纪 ， 许 多 数学 家 不 仅 反 对 虚 根 ， 连 负 根 也 不 接纳 。 如 此 一 来 ， 同 样 是 二 次 方 
程 ， 就 可 能 出 现 二 个 根 、 一 个 根 或 者 没有 根 等 多 种 情况 。 这 种 偏 狭 的 见解 最 终 还 是 被 
宽容 的 意见 所 取代 ， 即 把 复 根 都 包括 在 内 。 在 这 种 宽容 的 观念 下 ， 产 生 了 美妙 的 结论 : 
“一 元 n 次 方程 有 且 仪 及 个 根 ( 重 根 按 重 数 计算 ),” 这 一 漂亮 的 结果 使 数学 形成 一 种 
完美 的 理论 ， 但 它 必须 接受 复数 的 存在 ， 即 结论 是 建立 在 复数 基础 上 的 。 于 是 ， 代 数 
基本 定理 的 证 明 巩 固 了 复数 的 地 位 。 























































































































































































































































































































































































































代数 基本 定理 的 证 明 产生 的 男 一 个 影响 ,体现 了 它 是 一 种 存在 性 证 明 。 在 此 之 
前 ， 人 们 更 习惯 于 一 种 构造 性 证 明 。 换 名 话说 ， 以 前 的 存在 性 大 多 是 通过 实际 获得 
或 显示 出 问题 中 的 量 而 建立 起 来 的 。 例 如 ， 二 次 方程 解 的 存在 性 ， 是 通过 求 根 公式 
满足 方程 的 解 显示 出 来 。 而 高 斯 探讨 代数 基本 定理 的 方法 与 之 近 然 不 同 ， 他 开创 
了 探讨 数学 中 整个 存在 性 问题 的 新 途径 。 这 种 证 明 告 诉 世人 宝藏 的 存在 ， 但 并 未 说 
明 其 藏 宝地 点 。 因 此 ， 根 据 已 经 证 明 的 代数 基本 定理 ， 人 们 只 知道 方程 的 解 一 定 是 






























































































































































































































































































































































存在 的 。 然 而 ， 这 些 存在 的 解 是 否 都 能 用 公式 表示 出 来 ， 高 斯 等 人 的 证 明 没 有 对 此 






































透露 任何 信息 。 














当然 ， 如 上 面 已 经 介绍 的 ， 到 16 世纪 时 ， 数 学 家 们 已 经 能 够 对 五 次 以 下 的 方程 给 
出 根 式 解 。 于 是 剩 下 的 问题 是 ， 五 次 或 更 高 次 方程 是 否 也 存在 这 样 的 根 式 解 。 对 这 一 
问题 的 思考 自 16 世纪 起 困惑 了 数学 界 200 多 年 ， 直 到 19 世纪 才 被 彻底 解决 。 这 正 是 
我 们 下 一 节 要 探讨 的 问题 。 
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第 五 节 
两 颗 璀 璨 的 数学 流星 














在 卡尔 丹 《 大 术 》 发 表 后 ， 破 解 五 次 方程 之 谜 成 了 数学 中 最 迷人 的 挑 
战 之 一 。 然 而 ， 两 个 多 世纪 中 ， 寻 找 五 次 方程 根 式 解 的 努力 全 以 失败 告终 。 
作为 努力 的 成 果 之 一 ， 人 们 找到 一 种 数学 变换 ， 可 以 把 一 般 五 次 方程 简化 
为 简单 的 x +px+q=0 的 形式 。 不 六 的 是 ， 这 种 似乎 更 易 处 理 的 形式 仍然 
是 难以 逾越 的 障碍 。 “四周 的 城 载 已 经 增高 ， 问 题 仍 躲 在 最 后 的 城堡 里 ， 绝 
望 地 捍卫 着 自己 。 谁 会 成 为 过 使 它 投 降 的 笠 运 之 人 ?”19 世纪 ， 数 学 史上 
两 位 非凡 的 数学 天 才 在 数学 天 空中 飞 过 ， 他 们 留 下 的 数学 遗产 终于 给 出 ] 


问题 的 完美 解答 。 
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1770 年 ， 被 拿破仑 誉 为 “数学 科学 高 答 的 金字 塔 ” 的 法 国 数 学 大 师 拉 
格 明 日 (1736 一 1813 ) 发 表 其 杰出 论文 《关于 方程 的 代数 解法 的 思考 》， 为 


陷于 困境 中 的 这 一 研究 开辟 了 一 条 新 路 。 




















































































































在 文章 ! 
他 想 将 这 种 解法 
方程 的 根 ， 可 
称 为 预 解 式 。 











， 拉 格 朗 日 











致力 于 寻找 对 二 次 、 三 次 、 














四 次 方程 普遍 适用 的 根 式 解 法 。 


















































另外 























E 广 到 五 次 方程 以 解决 问题 。 拉 格 朗 
个 辅助 方程 的 根 的 对 称 函 数 来 表示 。 这 个 畏 


几经 努力 终于 发 现 : 一 个 已 知 
助 方程 被 拉 格 朗 













































































也 发 现 利 用 预 解 式 ， 





次 、 三 次 与 四 


次 方程 都 可 以 实现 降 次 ， 从 而 它们 

















的 求解 问题 可 顺利 解决 。 但 当 完 全 相同 的 过 程 运 











于 五 次 


虽然 拉 格 朗 























发 生 了 。 在 低 





到 五 次 方程 时 ， 意 儿 






























































乍 用 的 





发 挥 漂亮 


这 些 方法 推 


方程 









































疗法 在 五 次 方程 - 


























F 遭 到 彻底 失败 。 拉 格 朗 
导出 五 次 方程 的 解 一 一 最 著名 的 和 重要 的 代数 问题 之 








此 总 结 道 : 



































是 不 




















未 能 获得 成 

















入 了 研究 。 特 别 是 ， 他 引入 了 








功 ， 但 其 意义 深远 


的 尝试 已 把 




















中 激动 人 心 的 新 思 ? 





























换 的 

















新 思想 ， 
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否 有 公式 解 











的 下 


可 天 。 后 3 





程 是 


实 是 解 代 数 方程 的 关键 所 在 ， 
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究 证 实 了 拉 格 度 





指出 了 方程 的 解 的 











换 特点 可 能 与 方 
L 根 的 置换 理 i 






































日 的 预见 ， 人 们 发 
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“整个 问题 





折 上 举 ?” 








的 真正 
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年 ， 在 两 卷 厚 达 516 页 的 论文 《方程 的 一 般 理论 》 中 ， 重 菲 尼 声 称 自己 证 明了 : 一 般 
五 次 方程 不 能 通过 一 个 公式 解 出 。 然 而 ,他 的 证 明 极其 复杂 。 后 来 ， 他 又 多 次 改进 











一 个 在 冲击 这 一 问题 时 做 出 贡献 的 是 意大利 数学 家 重 菲 尼 (1756 一 1822 )。1799 













































































然而 ,不幸 的 是 ， 


















































己 的 证 明 。1813 年 ， 他 发 表 了 一 篇 最 终 证 明 ， 打 























WT 


和 鲁 寺 





尼 的 证 明 看 来 鲜 


为 人 知 ， 





算 给 出 更 严格 和 不 怎么 深奥 的 证 明 o 




















而 且 示 被 普遍 接 有 

































































Hf 折 而 复杂 的 证 明 持 怀 疑 态 








当 他 于 
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之 ， 






























































论文 给 拉 格 朗 日 ， 但 未 得 到 回复 。 数 学 界 对 他 
1822 年 去 世 后 ， 他 的 工作 几乎 被 遗志 了 。 
高 斯 在 发 表 代数 基本 定理 第 一 个 证 明 的 同一 年 ， 
看 法 :“ 在 许多 
能 这 种 
程 不 可 能 有 公式 解 也 许 不 是 那么 困难 。 关 于 
也 没有 给 出 这 个 “不 那么 困难 的 ”证 明 。 

















































































































曾 表达 过 他 对 五 次 方程 根 式 解 的 











iL 何 学 者 的 努力 后 得 到 一 般 方程 代数 解 的 希望 仍然 渺茫 ， 似 乎 越 来 越 可 
解 是 不 存在 和 矛盾 的 。” 接着， 他 加 了 一 名 让 人 感 兴趣 的 注解 : 严格 证 明 五 次 方 














这 个 了 


主题 ， 高 斯 再 


























也 没有 发 表 过 其 他 言论 ， 
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于 是 ， 到 19 世纪 初 ， 在 经 过 众多 数学 家 的 顽强 努力 后 ， 用 根 式 解 高 于 四 次 方程 的 
问题 仍 基 而 未 决 ,“ 它 好 像 在 同人 类 的 智慧 挑战 "。 接 过 攻坚 的 接力 烘 ， 迎 接 挑 战 的 是 
两 位 年 轻 的 数学 天 才 : 阿 贝尔 与 条 罗 瓦 。 





















































阿 风 水 : 天 才 与 氏 困 









































1802 年 8 月 5 日 ， 阿 贝尔 出 生 在 挪威 一 个 小 村 庄 里 ， 父 亲 是 村 子 里 的 穷 牧师 。13 
岁 时 ， 阿 贝尔 进入 奥斯陆 一 所 教会 学 校 学 习 。15 岁 时 ， 他 遇 到 了 他 一 生 中 最 幸运 的 
事 : 起 尔 姆 伯 成 为 他 的 老师 。 这 位 本 人 缺乏 创造 力 ， 却 知道 并 能 鉴别 数学 杰作 的 数 当 
L 了 阿 贝 尔 的 数学 天 赋 。 在 他 的 热心 指导 下 ， 阿 贝尔 令 人 惊讶 的 数学 才能 开始 得 
到 展现 。 霍 尔 姆 伯 后 来 回忆 道 :“ 阿 贝尔 沉迷 数学 ， 他 以 惊人 的 热忱 和 速度 向 这 门 科学 
进军 。 在 短期 内 他 学 了 大 部 分 的 初级 数学 ， 在 他 的 要 求 下 ， 我 私人 教授 他 高 等 数学 。 
过 了 不 久 ， 他 自己 读 法 国 数学 家 泊 松 的 作品 ， 看 德国 数学 家 高 斯 的 书 ， 特 别 是 拉 格 朗 
日 的 书 。 他 已 经 开始 研究 几 门 数学 分 支 。” 就 这 样 ， 阿 贝尔 很 快 掌握 了 经 典 著作 中 最 难 
懂 的 部 分 ， 包 括 高 斯 的 《算术 研究 》。 从 那 以 后 ， 真 正 的 数学 就 不 仅 是 他 的 严肃 工作 ， 
而 且 成 为 他 着 迷 的 爱好 。 阁 干 年 后 ， 有 人 问 起 他 是 怎样 设法 迅速 地 赶 到 前 面 去 的 ， 他 


回答 :“ 靠 学 习 大 师 ， 而 不 是 学 习 他 们 的 学 生 。 
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阿 贝尔 18 岁 的 时 候 ， 父 亲 去 世 了 ， 照 顾 母亲 、 精 神 不 正常 的 哥哥 和 五 个 弟妹 的 
家 庭 重担 沙 到 了 阿 贝尔 一 人 身上 。 在 艰难 困苦 中 ， 他 坚持 不 断 地 工作 。 中 学 最 后 一 年 ， 
阿 贝尔 开始 了 他 第 一 个 抱负 非凡 的 冒险 : 解决 一 般 五 次 方程 的 根 式 求解 问题 。 开 始 时 





















































































































































他 以 为 自己 找到 了 求解 公式 ， 他 的 老师 霍 尔 姆 伯 找 不 出 论证 的 破绽 。 后 来 ， 这 篇 文章 
被 寄 给 一 位 丹麦 数学 家 。 这 位 丹 妆 数学 家 也 没有 发 现 论证 本 身 的 错误 ,但 他 明知 地 建 
议 阿 贝尔 用 一 个 例子 说 明 自 己 的 方法 。 接 受 建议 的 阿 贝尔 很 快 发 现 自己 的 推理 中 确实 
存在 漏洞 ， 这 促使 他 几 年 后 走 到 一 条 相反 的 道路 上 。1824 年 ， 阿 贝尔 成 功 证 明了 一 般 
五 次 方程 及 高 于 五 次 的 方程 不 存在 根 式 解 。 
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1825 年 ， 在 朋友 们 的 帮助 下 ， 阿 贝尔 得 到 政府 的 资助 得 以 拜访 欧洲 其 他 国家 的 数 
学 家 。 然 而 ， 从 这 些 已 成 名 的 数学 家 那里 ， 阿 贝尔 没有 得 到 太 多 有 益 的 帮助 。 唯 
运 的 是 在 柏林 他 遇 到 了 一 位 业余 数学 爱好 者 克 列 尔 ， 这 是 他 一 生 中 第 二 个 对 他 的 事业 
有 极 大 帮助 的 人 。 克 列 尔 在 1826 年 创办 了 世界 上 第 一 本 专门 从 事 数学 研究 的 定期 刊物 
《 纯 数 学 与 应 用 数学 杂志 》 阿 贝尔 在 该 杂志 前 三 卷 上 共 发 表 了 22 篇 论文 。 论 文 的 内 容 


涉及 广泛 ,包含 了 方程 论 、 无 穷 级 数 、 椭 圆 函数 论 等 多 方面 的 内 容 。 
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1826 年 ， 在 巴黎 的 阿 贝尔 完成 了 一 篇 非凡 的 论文 《 论 一 类 极 广泛 的 超越 函数 的 一 
般 性 质 》 他 抱 着 极 大 期 望 把 文章 提交 给 法 国 科 学 院 。 这 一 “也 许 称 得 上 这 个 世纪 最 伟 
大 的 数学 发 现 ”( 雅 可 比 语 )、“ 给 数学 家 们 留 下 了 够 他 们 忙 上 五 百年 的 东西 ”( 埃 尔 米 
特 语 )， 被 交 给 勒 让 德 、 柯 西 审阅 。 年 老 的 勒 让 德 感到 论文 手稿 “几乎 看 不 清楚 "”“ 简 
直 无 法 辨认 ”， 年 富力 强 的 柯 西 则 “忙于 钥 自 己 的 蛋 ”"， 根 本 无 暇 检查 阿 贝 尔 已 锋 出 的 
大 蛋 ， 一 篇 杰作 完全 被 忽视 了 。 寄 出 论文 后 满怀 而 望 等 待 的 阿 贝尔 ， 几 年 中 一 点 儿 论 
文 的 消息 也 没 听 到 。 直 到 1830 年 ,为 了 弥补 过 失 ， 法国 科 学 院 授予 阿 贝 尔 (和 雅 可 比 


一 起 ) 数学 大 奖 。 然 而 ， 可 怜 的 阿 贝尔 已 经 永远 无 法 领取 这 个 奖 了 。 







































































































































































































































































































































































1827 年 ， 由 于 债 谷 高 筑 又 未 能 找到 合适 的 职位 ， 阿 贝尔 返回 祖国 挪威 。 此 后 的 生 
活 变 得 更 为 悲惨 。 起 初 他 没有 找到 任何 固定 的 工作 ， 只 能 以 私人 授课 维持 生计 。1828 
年 他 总 算 在 一 所 大 学 里 担任 代课 教师 ， 但 不 久 后 ， 这 个 受 贫穷 打击 的 人 又 “ 穷 得 就 像 
教科 里 的 老鼠 "。 一 直 缠 绕 他 的 贫困 和 伤心 ， 把 他 的 身体 摘 括 了 ， 他 得 了 肺结核 病 。 


1829 年 4 月 6 日 ,年 仅 27 岁 的 阿 贝尔 走 完了 自己 短暂 的 一 生 。 
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阿 贝尔 去 世 后 两 天 ， 热 心 的 克 列 尔 寄 来 一 封 信 说 ， 他 将 被 任命 为 柏林 大 学 的 数学 
教授 。 可 以 改变 他 贫困 处 境 的 机 会 终于 来 了 ， 然 而 ， 这 一 切 已 经 大 迟 了 。 一 个 极 富 数 
学 才华 的 青年 已 经 怀 着 对 生命 的 眷恋 、 对 数学 的 无 限 热 爱 ， 离 开 了 这 个 世界 。 一 颗 光 
辉 夺目 、 明 亮 无 比 的 流星 在 19 世纪 的 数学 天 空中 一 内 而 逝 。 
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姗 姗 来 迟 的 荣誉 在 阿 贝尔 死 后 终于 降临 。 为 了 纪念 自己 国家 最 伟大 的 天 才 数 学 家 ， 
挪威 政府 于 2002 年 8 月 5 日 ， 阿 贝尔 诞辰 200 周年 之 际 ， 设 立 了 阿 贝尔 奖 。 阿 贝尔 也 
出 现在 一 些小 型 张 邮票 上 面 。 挪 威 著名 雕塑 家 古 斯 达 夫 … 维 克 朗 (1869 一 1943 ) 还 于 
1908 年 完成 了 著名 的 阿 贝 尔 雕 塑 (如 下 面 的 右 图 所 示 )。 
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数学 则 以 其 时 有 的 方式 为 阿 贝尔 树立 了 更 为 长 久 的 纪念 碑 。 今 天 ， 任 何 一 个 学 习 
高 等 数学 的 人 都 会 在 许多 定理 和 理论 中 遇 到 阿 贝尔 的 名 字 。 作 为 对 他 多 项 成 就 的 肯定 ， 
数学 中 以 阿 贝尔 命名 的 术语 、 概 念 和 定理 有 几 十 个 。 在 其 短暂 的 数学 生涯 中 ， 他 留 下 
了 多 方面 的 非凡 贡献 : 他 求解 了 第 一 个 积分 方程 ,他 为 无 穷 级 数理 论 葛 定 了 严密 的 基 
础 ; 他 是 椭圆 函数 论 的 奠基 人 之 一 ， 等 等 。 此 外 ， 在 与 我 们 主题 相关 的 方面 ， 他 首次 
成 功 证 明了 一 般 五 次 和 高 于 五 次 的 方程 不 存在 根 式 解 。 这 项 了 不 起 的 成 就 ， 是 年 仅 22 
岁 的 阿 贝 尔 在 1824 年 经 过 儿 个 月 的 紧张 工作 后 获得 的 。 由 于 不 知道 鲁 菲 尼 的 工作 ， 阿 
贝尔 的 证 明 非 常 迁 回 复杂 。 后 来 他 又 发 表 了 两 个 更 精简 的 证 明 。 
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阿 贝尔 没有 忽略 自己 这 一 发 现 的 重要 性 ， 他 自费 印刷 了 《 论 代数 方程 ， 证 明 一 般 
五 次 方程 的 不 可 解 性 》 的 论文 。 但 为 了 节约 费用 ， 阿 贝尔 将 文章 压缩 为 仅仅 6 页 。 然 
后 他 把 自己 的 小 册子 寄 给 几 位 数学 家 ,决定 用 这 一 证 明 作 为 自己 的 “名 片 "， 认 为 这 
“将 可 能 是 我 最 好 的 介绍 ”。 但 他 为 自己 过 分 的 节俭 付出 了 代价 。 对 大 多 数 数学 家 而 言 ， 
这 几乎 像 密 人 码 一 样 的 论文 太 星 深 了 。 其 中 的 一 份 小 册子 寄 给 了 伟大 的 高 斯 。 但 高 傲 的 
高 斯 大 概 不 相信 这 位 尚 名 不 见 经 传 的 小 人 物 能 在 如 此 短 的 文章 中 解决 他 自己 也 未 能 解 
决 的 世界 难题 ， 或 许 他 以 为 这 是 一 位 哗众取宠 的 年 轻 人 的 闸 剧 ， 于 是 根本 没 看 一 眼 就 
把 阿 贝尔 的 伟大 成 果 抛 到 了 一 边 。 在 高 斯 死 后 ， 人 们 在 他 的 遗物 中 发 现 阿 贝尔 的 论文 
甚至 没有 被 裁 开 。 数 学 文献 中 最 伟大 的 杰作 之 一 当时 竟然 没有 读者 ! 在 这 一 不 季 的 事 


件 中 ， 受 损失 的 不 单 是 阿 贝尔 ， 还 有 整个 数学 学 科 。 
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阿 贝尔 的 工作 ， 终 结 了 人 们 一 直 探索 中 的 代数 方程 根 式 求解 问题 。 自 意大利 数学 
家 成 功 找到 了 三 次 、 四 次 方程 的 求 根 公式 后 ， 得 陇 望 蜀 的 数学 家 们 在 随后 两 个 多 世纪 
一 直 昔 苦 寻 觅 五 次 方程 的 求 根 公式 。 然 而 200 多 年 里 ， 许 多 著名 数学 家 的 努力 都 徒 
劳 无 功 。 但 许多 人 仍然 相信 这 样 的 公式 是 存在 的 ， 缺 乏 的 只 是 巧妙 的 思路 。 拉 格 度 
在 失败 后 怀疑 这 样 的 公式 可 能 不 存在 ， 随 后 和 鲁 菲 尼 又 给 出 了 一 个 有 漏洞 的 复杂 证 明 。 
最 后 阿 贝尔 出 现 了 ， 他 的 证 明 给 出 了 革命 性 的 观念 : 人 们 一 直 寻 求 的 东西 没有 找到 ， 
只 是 因为 它们 根本 就 不 存在 。 他 严格 证 明了 一 般 的 五 次 及 高 于 五 次 的 方程 没有 根 式 解 。 
换言之 ， 只 使 用 加 减 乘 除 或 开 根 号 这 几 种 代数 运算 ， 无 法 用 一 个 公式 表示 出 五 次 及 五 
次 以 上 方程 的 解 。 阿 贝尔 的 否定 性 回答 在 数学 史上 是 一 个 里 程 碑 式 的 认识 。 
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阿 贝尔 的 工作 指出 ， 高 于 四 次 的 一 般 方程 不 能 用 根 式 解 出 ， 但 这 并 没有 和 否定 还 有 
许多 种 特殊 类 型 的 高 次 方程 确实 可 以 用 根 式 解 出 。 在 用 根 式 解 特殊 类 型 的 高 次 方程 方 
， 高 斯 做 出 过 重要 贡献 。 他 曾 在 1801 年 的 《算术 研究 》 中 详尽 考察 了 所 谓 的 分 圆 方 
程 x? -1=0 (为 素数 )。 他 证 明 这 类 方程 总 能 归 为 解 一 串 较 低 次 的 方程 ， 从 而 可 以 用 


根 式 求 解 。 阿 贝尔 也 考虑 了 一 类 能 用 根 式 求解 的 特殊 方程 ， 现 在 称 为 阿 贝尔 方程 。 在 
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此 过 程 中 ,他 还 引入 了 两 个 重要 概念 :“ 域 ”和 给 定 域 中 的 “不 可 约 多 项 式 ”。 因 早 拷 ， 
阿 贝尔 未 能 解决 用 根 式 求解 的 全 部 方程 的 问题 。 



















































































于 是 ， 当 阿 贝尔 在 方程 求解 方面 做 出 伟大 发 现 后 ， 关 于 用 根 式 解 方程 的 全 部 问题 
在 新 的 基础 上 提出 来 了 : 找 出 一 切 能 用 根 式 解 出 的 那些 方程 。 换 名 话说 ， 就 是 找 出 方 
程 能 用 根 式 解 出 的 充分 与 必要 条 件 。 这 个 问题 最 终 由 一 位 与 阿 贝尔 有 着 同样 天 赋 和 同 


样 不 笠 命 运 的 传奇 人 物 伽 罗 瓦 彻 底 解 决 。 下 面 且 让 我 们 先 去 了 解 一 下 他 的 一 生 。 








































































































































































































伽 罗 瓦 : 天 才 与 思春 























1811 年 10 月 25 日 ， 伽 罗 瓦 出 生 于 巴黎 。 他 的 父母 都 是 很 有 教养 的 人 。 他 最 初 是 
在 家 接受 母亲 的 启蒙 教育 ， 一 直到 11 岁 。1823 年 10 月 ， 伽 罗 瓦 进入 一 所 和 久负盛名 的 
! 学 。15 岁 时 ， 他 陷入 对 数学 如 饥 似 渴 的 学 习 中 。 他 的 一 位 老师 说 :“ 他 被 数学 迷 住 了 
心 穿 。” 他 的 学 业 报告 单 也 表明 ， 他 对 所 有 别 的 课程 都 不 重视 ， 而 单单 专心 于 他 新 找到 
的 这 门 心爱 的 学 科 。 他 的 一 位 老师 对 此 评价 说 :“ 该 生 只 宜 在 数学 的 最 高 领域 中 工作 。 
这 个 孩子 完全 陷于 数学 的 狂热 之 中 。 我 认为 ， 如 果 他 的 父母 允许 他 除了 数学 不 再 学 习 
任何 东西 ， 将 对 他 是 最 有 好 处 的 。 否 则 ， 他 将 在 这 里 浪费 时 间 ， 并 且 他 所 做 的 只 会 使 
他 的 老师 们 痛苦 ， 而 他 自己 则 被 惩罚 压 垮 。” 
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伽 罗 瓦 的 数学 天 赋 不 断 得 以 展现 。 他 读 几 何 书 就 像 看 小 说 那样 容易 ， 据 说 勒 让 德 
的 《几何 原理 》 这 本 老师 打算 要 讲 两 年 的 新 教材 ， 他 只 用 2 天 就 掌握 了 。 而 学 习 代数 
学 不 入， 他 就 开始 研读 拉 格 朗 日 的 原 若 了 。 伽 罗 瓦 的 天 才 与 努力 使 他 的 数学 水 平 很 快 
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也 的 老师 。 于 是 ， 他 ] 





























劲 劲 的 尝 





司 阿 贝尔 





样 ， 














司 阿 贝尔 一 样 











16 岁 时 ， 他 花 了 2 个 

















长 了 。 
地 做 了 些 功 讨 





他 也 
一 条 相反 的 道路 。 











信 找 到 





























学 习 和 看 





究 数 学 大 师 的 经 典 


直接 学 习 当 代 大 师 们 写 的 最 新 著作 。 他 迅速 地 汲取 








那些 最 





























1 罗 瓦 获得 成 功 





作 ， 是 ( 











， 不 了 解 鲁 菲 尼 与 阿 贝尔 工 
月 时 间 和 党 试 解 五 次 方程 。 与 阿 贝 尔 ' 














了 公式 ,人 


随后 人 








b 也 发 现 了 错误 。 这 个 挫折 同 科 




















年 的 伽 罗 瓦 
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次 野心 











京 人 





























期 间 , 1 


1 罗 瓦 这 个 厌倦 了 正规 学 习 的 神童 和 他 


促使 他 在 





相似 的 是 ， 
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愚 鳃 的 教师 之 间 的 ; 


RR 














66 




















在 学 校 的 记 
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! 记 载 着 : 





大 日 益 增 






































1828 年 6 








储备 不 充分 




















党 伴 作 胡 


的 伽 罗 瓦 第 











这 个 学 生 只 是 怕 受 惩罚 才 完 成 作业 ，_ 上 上 

















E 心 劲 支 、 与 众 不 同 ， 性 格 的 怪人 租 又 使 他 和 








周 他 破例 








同学 格格 

















次 参加 巴 



































是 法 


= 上 





国 最 好 的 学 校 。 
落榜 了 。 这 次 失败 使 他 非常 姑 
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结果 全 二 


个 领域 的 知 i 
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科学 校 的 入 学 考试 ， 
也 领域 的 知识 太 少 了 ”的 1 
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无奈 下 他 
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证， 











到 了 一 位 杰出 的 数学 教 】 


JJ 加 






































币 理 查 德 ， 这 位 老师 之 于 








这 位 数学 教师 意识 到 伽 罗 瓦 的 


发 现 的 论文 。 不 幸 ， 
了 2 日 » 
日 ， 服 开 


1829 年 4 月 
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努力 帮助 他 、 
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这 份 论文 
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杠 尔 姆 伯 




















学 校 继续 读书 。 幸 运 的 是 ，14 
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于 阿 贝尔 。 


























向 科学 院 提交 
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加 的 疏忽 大 意 而 丢失 o 很 








/用 包含 茶 术 


快 , 打击 








接 中 而 至 o 
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期 间 的 人 

















所 渴望 





再 服 于 政敌 的 恶意 攻击 
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天 各 乡 





本国 








入 的 巴黎 


二 
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[科学 校 的 入 学 考试 。 但 这 次 



























































可 样 注 定 不 会 


。 伽 罗 瓦 没有 解释 他 的 想法 ， 














竺 他 考试 的 口试 


习 好 结果 o 全 


















































99 己 的 独 











试 很 糟 时 ， 


























下 口 一 


而 是 说 这 个 结果 很 显然 ， 这 就 


阶段 ， 主 考官 对 一 个 对 数 级 数 的 结果 1 
轻视 了 考官 的 知 


已 























据说 被 激 径 的 伽 罗 瓦 把 











巴 黑板 探 扔 到 了 主 




















也 又 一 次 落榜 了 。 最 后 他 不 得 不 考 入 高 等 师 ; 





学 校 。 


























考官 的 脸 上 。 
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这 一 连 串 打击 与 厄运 ， 在 伽 罗 瓦 心 上 留 下 了 深 深 的 印记 。 但 他 仍 狂 热 地 继续 着 他 
的 数学 研究 ， 让 自己 完全 沉浸 在 数学 中 。1830 年 ， 他 完成 并 发 表 了 三 篇 数学 论文 ， 其 
中 两 篇 涉及 他 在 代数 方程 理论 方面 革命 性 的 工作 。1830 年 2 月 ， 他 将 自己 的 《 论 方程 
可 用 根 式 解 的 条 件 》 一 文 提交 给 法 国 科 学 院 ， 以 角逐 该 科学 院 的 数学 大 奖 。 伽 罗 瓦 的 
论文 ， 包 括 柯 西 在 内 的 许多 数学 家 都 曾 认为 很 可 能 得 奖 。 霉 运 当头 ， 当 时 担任 科学 院 
常务 秘书 的 传 里 时 把 论文 带 回 家 中 ， 但 未 及 审阅 就 去 世 了 。 结 果 伽 罗 瓦 的 论文 再 次 丢 
失 。1830 年 6 月 ， 法 国 科 学 院 把 这 项 大 奖 授 予 阿 贝尔 和 雅 可 比 ， 伽 罗 瓦 的 论文 因为 丢 
失 而 未 能 正式 参赛 ， 于 是 ， 伽 罗 瓦 在 这 次 竞争 中 莫名 其 妙 地 失败 了 。 































































































































































































































































































































































































































































































命运 真是 太 残 栈 了 。 这 个 不 幸 的 孩子 在 激怒 之 中 宁愿 相信 重复 发 生 的 事件 不 是 偶 
然 失 误 而 是 有 意 迫 害 。 惯 于 世道 不 公 的 伽 罗 瓦 开始 卷 入 革命 的 测 流 中 。1831 年 1 月 3 
日 ， 因 为 激进 的 革命 立场 ， 他 被 学 校正 式 开除 。 不 能 再 上 学 了 ， 他 决定 用 他 编写 的 代 
数 教材 自己 开 班 教学 生 谋 生 。 但 不 幸 的 是 ， 他 无 法 吸引 住 他 的 学 生 。 于 是 ， 他 应 征 加 

警卫 队 的 炮兵 部 队 。1831 年 1 月 ， 在 数学 家 泊 松 的 建议 下 ， 伽 罗 瓦 把 《关于 
根 式 解 方程 的 可 解 性 条 件 》 一 文 重新 提交 给 法 国 科 学 院 。 与 此 同时 ， 他 继续 从 事 着 
共和 党 人 的 事业 。 不 久 他 被 捕 了 ， 但 被 无 罪 释放 。7 月 11 日 ， 科 学 院 对 他 的 论文 做 出 
判决 ， 负 责 审阅 的 泊 松 没 能 理解 伽 罗 瓦 全 新 的 思想 ， 结 果 他 声称 伽 罗 瓦 的 “论证 既 不 
够 清晰 ， 又 不 够 详尽 ， 使 我 们 无 法 判断 其 严格 性 ”。 最 后 一 线 希 户 也 破灭 了 ， 这 一 次 
的 受挫 基本 宣告 了 伽 罗 瓦 数学 生命 的 终结 。 他 又 投身 于 政治 动乱 之 中 。 结 果 他 第 二 次 
被 捕 ， 并 被 判 入 狱 6 个 月 。1832 年 3 月 ， 他 被 假释 。 不 久 ,， 伽 罗 瓦 陷入 爱河 ， 这 是 他 
的 第 一 次 爱情 一 一 实则 却 是 继 许 多 悲剧 后 的 又 一 次 悲剧 。 因 为 很 快 他 就 为 此 卷 入 一 场 
无 谓 的 决斗 。5 月 29 日 ,决斗 前 饼 ， 深 信 自己 将 在 这 场 决斗 中 死去 的 件 罗 瓦 写 了 三 示 
信 。 最 长 的 第 三 封 信和 是 他 的 科学 遗言 ， 在 总 共 7 页 匆匆 写 就 的 这 封 信 中 ,， 伽 罗 瓦 整理 
了 自己 的 数学 思想 和 数学 发 现 。 这 份 理论 纲要 非常 简洁 ， 但 内 容 极其 丰富 ， 只 是 在 后 
来 人 把 它 展开 的 时 候 ， 其 重要 性 才 渐 渐 为 人 所 理解 。 而 且 提 要 预见 了 很 久 以 后 的 发 现 ， 


这 证 明了 伽 罗 瓦 深刻 的 洞察 力 。 信 中 还 有 一 些 后 人 至 今 读 来 仍 无 比 懂 展 的 文字 :“ 这 些 
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f 非 我 已 经 1 




















的 全 部 
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才 问 了 ”。 





那个 领域 是 
、 从 而 使 人 怀疑 的 定理 





巨大 的 … 








… 我 没 
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的 末尾 ， 


他 要 求 他 的 朋友 “请 




















(不 是 就 定 
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pr 











楚 对 他 们 是 有 益 的 ” 














是 太 多 ] 














时间 了 ， 我 的 | 
… 我 不 得 不 承认 ， 在 我 
确信 














思想 在 那个 


领域 未 能 得 到 充足 的 

















有 兴趣 的 领 





























域 里 ， 我 已 宣布 人 

















Ek 
































中 最 令 人 难 厂 
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， 也 是 最 悲伤 的 话语 是 















































公开 请 


求 雅 可 比 或 高 




















与 否 ) 发 表 他 们 的 看 法 。 
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呈 上 午 





历史 全 


一 位 








10 时 
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论 这 场 决 斗 是 
的 数学 家 在 他 20 岁 











晨 ， 在 决斗 
医院 。 他 对 来 陪伴 他 的 弟弟 说 :“ 不 要 器。 
罗 瓦 停止 了 呼吸 。 关 于 决斗 的 原 








相信 和 最终 会 有 人 发 

















他 受 了 重伤 ， 








斯 就 








这 些 定理 























现 ， 将 这 一 堆 

















一 个 农民 发 现 了 他 并 




















Ba 


























在 20 岁 就 死去 ， 
， 有 各 利 





























场 悲惨 的 爱情 ; 

















还 是 政治 迫害 造 








造成 的 ， 但 




















仅仅 写 在 61 页 小 纸 上 。 





时 被 杀 死 了 ， 
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也 在 








究 数 学 才 只 











条 5 年 时 间 ， 





无 论 是 哪 一 种 ， 


MT 需要 我 部 的 勇 
不 同 的 说 法 流传 。 


中 





而 其 全 部 工 


















































































































































作 





后 来 ， 他 的 朋友 与 弟弟 尽职 地 把 他 的 数学 论文 抄 送 给 高 斯 、 雅 可 比 及 其 他 一 些 数 
学 家 ， 但 是 这 些 数学 家 的 反应 却 无 案 可 查 。1832 年 ， 他 的 工作 在 《百科 评论 》 上 发 表 
了 ， 但 没有 对 当时 的 数学 发 展 产 生 影响 。 

直到 1843 年 ， 数 学 家 刘 维 尔 开 始 认识 到 伽 罗 瓦 思想 的 价值 。1846 年 ， 他 将 伽 罗 
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瓦 的 论文 发 表 在 极 有 影响 的 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》 上 。 在 对 伽 罗 瓦 论文 的 介绍 
刘 维 尔 对 为 什么 这 位 年 轻 数学 家 会 家 他 的 长 辈 们 拒绝 做 了 反思 :“ 过 分 地 奶 求 简 请 是 导 
致 这 一 缺憾 的 原因 。 人 们 在 处 理 像 纯粹 代数 这 样 抽象 和 神秘 的 事物 时 ， 应 该 首先 尽力 
避免 这 样 做 。 事 实 上 ， 当 你 试图 引导 读者 远离 习以为常 的 思路 进入 较为 困惑 的 领域 时 ， 
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清晰 性 是 绝对 必需 的 …… 但 是 现在 一 切 都 改变 了 ， 伽 罗 瓦 再 也 回 不 来 了 ! 我 们 不 要 
过 分 地 作 无 用 的 批评 ， 证 我 们 把 缺憾 抛 开 ， 找 一 找 有 价值 的 东西 …… 我 的 热心 得 到 了 
好 报 ， 在 填补 了 一 些 细小 的 缺陷 后 ， 我 看 出 了 伽 罗 瓦 用 来 证 明 这 个 定理 的 方法 是 美妙 
和 完全 正确 的 ， 在 那个 瞬间 ， 我 体验 到 一 种 强烈 的 愉悦 。 人 们 终于 承认 了 “19 世纪 




























































































































































































































































































数学 中 一 位 最 悲 颂 的 英雄 创造 的 太 作 ”。 伽 罗 瓦 生前 几乎 不 为 人 所 理解 的 工作 ,在 其 死 







































































下 面 ， 就 让 我 们 去 简单 领略 一 下 这 位 数学 天 才 进 发 出 的 3 
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光辉 的 证 明 
































为 理解 伽 罗 瓦 美妙 的 思想 ， 我 们 先 来 介绍 几 个 相关 的 概念 。 
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第 一 个 概念 是 由 阿 贝尔 已 经 提出 过 的 数 域 : 一 个 至 少 含有 两 个 数 的 数 集 已 ， 如 细 
对 数 的 加 减 乘除 (除数 不 为 零 ) 四 种 运算 是 封闭 的 ， 即 正中 任意 两 个 数 的 四 则 运算 还 
是 下 中 的 数 ， 则 三 称 为 数 域 。 另 外 ， 若 数 域 刁 中 的 数 都 属于 数 域 玉 ， 则 己 称 为 玉 的 子 
域 , K 为 F 的 扩 域 。 





































































































按照 数 域 的 定义 ， 显然， 有理数 、 实 数 、 复 数 都 构成 数 域 。 而 且 容 易 知道 任意 
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或 的 扩 域 。 除 这 几 个 最 为 常见 的 数 域外 ， 还 


就 是 说 ， 有 理 数 域 是 最 小 的 数 域 ， 




















有 无 数 其 他 



























































(其 中 a、 






































数 域 都 包含 有 理 数 域 ; 

理 数 

章节 中 会 用 到 的 一 类 数 域 为 例 。 
一 切 形 如 a+bV2 

站 前 








说 明 任意 两 个 这 种 类 型 数 的 和 差 积 商 结果 仍 具 有 这 种 








数 域 
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{a+ 


域 。 


FE eebh. A 


塔 。 














里 数 ) 

















进而 ，F(Vm) ( 
bm, :a, ber) 


根据 域 论 知 识 ， 


包含 有 理 数 域 ， 因 此 它 是 有 
9 理 数 ) 的 实数 的 全 体 也 构成 一 数 域 。 一 
则 F(VYma)={atbVm :a, be 下 仍 是 一 个 数 域 ， 而 有 


















































E 数 域 的 扩 域 。 同 样 ， 


过 
















































































而 实数 域 、 
数 域 。 我 们 这 里 仅 举 后 画 


复数 域 都 是 有 









































bp 为 有 理 数 ) 的 实数 的 全 体 构成 一 数 域 。 证 明 这 一 点 ， 
乡 式 。 此 外 ， 
轧 形 如 a+tbV3 (其 中 a、。 


和 股 地 ， 设 下 是 一 个 数 域 ，m e F,， Vm < 下， 








容易 明白 这 一 


























它 是 的 (二 次 ) 扩 域 。 


简 记 为 ) 可 继续 扩张 : 设 m, e 互 ， Vm EB， 则 F(Wm,Vm2) = 


仍 是 一 个 数 域 ， 我 们 把 它 简 记 为 瓦 ， 则 它 是 五 的 (二 次 ) 扩 


可 知 它 还 是 了 的 四 次 扩 域 。 按 照 这 种 方式 ， 我 们 可 逐步 扩张 : 


























'F,=F(ym, Vn, Vm,), 



































下 面 ,我 们 举 











个 例子 来 理解 








下 这 种 扩 域 的 











六 六 = V5—1+V-2V5—10 


4 
{a+bV5:a, be 万] 是 一 个 数 域 ， 且 




















它 称 为 上 的 n 级 二 次 扩张 


令 =0 ，5eh, V5eh,, 


成 方式 。 


则 =F(V5)= 
它 是 瓦 =2 的 二 次 扩 域 。 然 后 ， 取 -2V5 -10 ee， 


V2V5-10&， 则 局 =FP(V5,Y-2V5-10)=[a+bY-2V5-10:a, 5e 且 | 仍然 是 一 个 


数 域 ， 


P(x) ， 如 果 存 在 数 域 书 
(x) 的 次 数 都 至 少 是 一 次 的 ， 则 称 多 项 式 p(x) 为 数 域 


P(x) 不 能 分 解 成 上 两 个 次 数 较 低 的 多 项 式 乘积 ， 则 它 称 为 数 域 


和 pp, 


式 ， 

















有 了 域 与 扩 域 的 概念 后 ， 我 们 再 来 介绍 








系数 都 是 下 中 的 数 的 多 项 式 ， 


利 它 是 FCV5) 的 二 次 扩 域 ,是 及 =0 的 四 


























~` 数 域 上 




















次 扩 域 。 而 我 们 考察 的 xe 已 。 


的 不 可 约 多 项 式 。 


























也 称 既 约 多 项 式 。 











Fr 

















称 为 数 域 下 中 的 多 项 式 ; 对 于 数 域 下 中 的 多 项 式 
! 的 多 项 式 pi(x) 和 p,(x)， 使 得 p(x) = p(x) p,(X)， 
1 的 可 约 多 ] 











p(x) 
项 式 ; 反之 ， 若 

















的 不 可 约 多 项 





SR 于 
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这 一 定义 可 以 明白 ， 不 能 孤立 地 谈 一 个 多 项 式 是 否 可 约 ， 而 应 相对 于 给 定 的 数 
域 而 论 。 比 如 ，p(x) = 之 -2 ， 系 数 都 属于 有 理 数 域 O0 ， 但 它 在 2 中 不 能 分 解 为 两 个 
因 式 的 乘积 。 因 此 ， 它 是 有 理 数 域 O 中 的 不 可 约 多 项 式 。 但 是 ， 正 如 我 们 已 经 熟知 的 ， 
PCD = 妆 -2 在 有 理 数 域 的 扩 域 实数 域 中 是 可 约 多 项 式 。 事 实 上 ， 因 为 pCo) = 妆 -2= 
(x+V2)(x-Y2)， 这 表明 它 在 数 域 C(V2) 上 即 可 分 解 ， 因 此 它 在 有 理 数 域 的 扩 域 
C(V2) 中 是 可 约 的 。 
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下 面 再 来 介绍 “ 群 ”的 概念 。 群 可 以 理解 为 一 类 集合 G， 集 合 中 元 素 之 间 存 在 一 
种 运算 x ， 这 种 运算 满足 下 列 4 条 性 质 。 









































口 (封闭 性 ) 对 任意 a、beG, 都 有 axbeG; 

















口 (结合 律 ) 对 任意 a、b、ceG, 都 有 (axb)xc=ax(bxc); 



































口 (单位 元 ) 对 任意 aeG ,存在 leG, 使 4xl1=1lxa=a; 

















口 ( 道 元 ) 对 任意 ae G， 存 在 an"eG, 使 axa =l。 















































和 实 上 ， 群 中 的 运算 是 任意 





需要 说 明 的 是 ， 上 面 运算 用 x 表示， 只 是 一 种 习惯 。 
的 ， 它 叫 什么 名 称 , 或 者 用 什么 符号 表示 都 是 可 以 的 。 同 样 地 ， 上 面 的 单位 元 采用 的 
符号 1 ( 群 中 的 单位 元 也 常用 符号 17 表示)， 也 只 是 一 种 习惯 ， 它 并 不 代表 我 们 所 训 知 的 
习 然 数 1。 对 于 不 同 的 群 而 言 ， 单 位 元 其 实 是 极 不 相同 的 。 我 们 举 一 个 简单 例子 ， 整 
数 集 关 于 通常 意义 上 的 加 法 运算 即 构成 一 个 群 。 显 然 ， 封闭 性 (任意 两 个 整数 的 和 仍 
是 整数 ) 与 结合 律 是 满足 的 。 这 个 群 的 单位 元 是 整数 0 (任何 整数 与 0 的 和 不 变 )， 而 
这 个 群 中 任意 一 个 整数 的 逆 元 是 其 相反 数 (任何 整数 与 其 相反 数 的 和 等 于 该 群 的 单位 
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年 了 抽象 群 的 概念 后 ， 我 们 再 来 看 一 类 特殊 的 群 : 置换 群 。 有 必要 补充 一 句 ， 在 
数学 的 发 展 中 ， 抽 象 群 的 概念 是 在 置换 群 及 更 多 种 类 群 的 发 现 之 后 才 提出 的 。 















































































































































为 了 解 
悉 的 ， 二 次 方程 如 +mx+g=0 有 


式 ， 比 如 x +x, Xx, Xi 一 力 等。 在 这 些 表达 式 
































下 什么 是 置换 。 让 我 们 从 二 次 方 
























































两 个 根 x, x,。 由 这 两 个 根 可 以 组 成 许 询 

















旦 谈 起 。 如 我 们 所 总 





F 多 多 的 表达 




















同时 把 

















置换 。 特 殊 地 ， 


， 交 换 xx, x, 的 次 序 ， 即 

































































个 置 


与 2 。 从 一 个 排列 




















换 还 可 以 用 另 一 











变 到 另 一 个 排列 ， 这 








以 得 到 两 个 3 





东 > 
用 xx 变 为 xx ， 








的 
XA 


s(2]. 
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是 1 变 为 2，2 变 为 1; 















































一 过 程 称 为 




















以 及 zx 变 变 为 x ey 


























巴 x 换 为 x ， 


同时 把 x, 换 为 x, ， 这 也 是 
的 排列 有 两 种 : xx 
显然 ， 在 这 种 情况 下 ， 可 


六 分 别 表示 为 





























2 











只 了 


置换 也 可 以 考虑 只 




































































三 个 根 x%, x,, x 为 例 。 











也 有 6 个 。 它 们 用 简 六 









































12 
peee Be 


ww {12 a 
加 欣 12 ] 风 可 








分 别 表 示 为 | 
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21 





























的 数字 是 环 状 排列 的 ， 意 思 


























(1 ) 表示 的 是 恒生 
持 不 变 的 情 
变 为 1， 

两 个 


(123), 再 

















变 为 2; 





现在 ， 
是 ， 我 们 可 以 得 到 























换 。 而 (12) 表示 























这 三 个 根 的 不 同 排列 共有 
J 记 法 可 表示 为 : (1) (12) (13) (23) (123) (132 )。 
























































1 变 为 2，2 变 为 1， 
































直接 和 省略。 村 



























































厅 (123 ) 对 




















司 可 以 做 “乘法 ”。 
置换 (23 )。 于 是 这 个 乘积 可 如 下 求 得 
由 (23 )， 知 2 变 为 3， 因 此 结果 是 1 变 为 3; 
， 所 以 3 变 为 









































类 似 地 ， 可 以 计算 , (23): (123) = (12)。 











— 





Ce 示 的 是 1 变 为 2， py 变 为 3, 3 变 为 1。 














， 相 应 的 置换 
解释 一 下 ， 
身 3， 这 种 自己 保 

















比如 说 ，(123 ) 



























































因此 ， 最 后 乘积 的 结 























通过 这 例子 可 以 看 到 ， 












































而 的 “乘法 ”作为 一 种 运算 























9 意思 是 ， 先 作 置换 











1 变 为 9 

















» 因 比 结果 是 2 
可 以 记 为 (13 )。 
置换 的 乘法 运算 不 满 






































， 集 合 中 任 两 个 





























雪 果 仍 在 这 集 
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pa 


合 内 ， 即 这 个 集合 关于 乘法 运算 是 封闭 的 。 其 二 ， 容 易 验 证 结合 律 也 是 成 立 的 。 其 
三 ， 恒 等 置换 (1 ) 是 单位 元 。 其 四 ， 任 何 一 个 置换 都 有 逆 元 。 比 如 (123 ) 的 逆 元 是 
(132)。 由 此 得 到 的 群 就 称 为 置换 群 。 因 为 群 中 元 素 的 数目 叫 群 的 阶 ， 于 是 ， 我 们 说 集 
合 {1, 2, 3} 中 3 个 对 象 的 置换 全 体 构成 一 个 阶 为 31= 6 的 置换 群 ， 并 可 记 其 为 % ;类 
似 地 ，2 个 对 象 {1, 2} 的 置换 全 体 构 成 一 个 阶 为 21= 2 的 置换 群 5,。 一 般 地 ，n 个 不 同 
对 象 的 所 有 置换 共有 nl 个， 它们 的 全 体 构成 一 个 群 ， 这 个 群 通常 记 为 5, 。 
























































































































































































































































































































































在 伽 罗 瓦 的 证 明 中 ,用 到 的 就 是 这 种 置换 群 。 除 此 之 外 ， 还 有 另 一 个 伽 罗 瓦 用 到 
的 有 力 数学 工具 ， 就 是 子 群 的 思想 。 如 果 一 个 群 的 某 些 元 素 也 可 以 构成 一 个 群 ， 那 么 
这 个 群 称 为 原来 群 的 子 群 ， 原 来 的 群 称 为 母 群 。 自 然 ， 任 何 一 个 群 都 至 少 有 两 个 子 群 : 
已 本 身 及 由 单位 元 一 个 元 素 组 成 的 群 ， 这 两 个 群 称 为 平凡 子 群 。 比 如 ， 对 5, 来 说 ， 它 
只 有 两 个 平凡 子 群 。 对 8 来 说， 它 除 了 有 两 个 平凡 子 群 外 ， 还 有 一 些 子 群 ， 比 如 ，()， 
(1 2, 3), (1, 3, 2) 这 三 个 置换 可 组 成 8 的 一 个 3 阶 子 群 。 














































































































































































































































































































El 


对 一 个 有 限 阶 的 群 来 说 ， 母 群 与 子 群 的 阶 具有 一 种 特别 的 关系 ， 此 关系 被 称 为 拉 
格 朗 日 定理 ， 即 知 设 母 群 G 的 阶 为 x ， 子 群 且 的 阶 为 m， 则 m 必 整除 n。 而 所 得 商 数 


三 叫 万 在 G 中 的 指数 , 记 为 [G: 有 = 和。 
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有 了 以 上 这 些 铺垫 之 后 ， 我 们 可 以 走 进 伽 罗 瓦 大脑 的 迷宫 ， 去 欣赏 一 下 他 的 极 有 
创造 性 的 思想 了 。 



















































































让 我 们 还 是 从 比较 简单 的 例子 入 手 。 我 们 上 面 已 经 提 到 p(x) =x? -2 系数 都 属于 有 
持 数 域 0 ， 但 它 是 有 理 数 域 o 中 的 不 可 约 多 项 式 ， 然 而 它 在 有 理 数 域 的 扩 域 O(V2) 
是 可 约 的 。 换 一 种 等 价 的 说 法 是 ,方程 p(x) = 忆 -2=0 的 系数 属于 有 理 数 域 O ， 但 方 
程 在 2 中 无 解 ， 不 过 它 在 2 的 扩 域 O(V2) 上 有 解 。 这 个 简单 例子 说 明 ， 一 个 方程 在 其 
系数 所 属 的 域 ( 称 为 基本 域 ) 中 无 解 ， 却 可 以 在 基本 域 的 某 个 扩 域 中 有 解 。 我 们 把 能 
一 个 方程 的 所 有 解 都 包含 在 内 的 基本 域 的 最 小 扩 域 称 为 此 方程 的 根 域 或 分 型 域 。 显 然 ， 
z-2=0 的 基本 域 是 0， 而 其 根 域 是 O(YV2)。 再 以 p(x)=x*+x-1=0 为 例 ， 它 的 基 

































































































































































































































































ES 

























































































































































































本 域 是 有 理 数 域 ， 在 












































其 上 方程 没有 解 ， 但 在 扩 域 O(V5) 上 有 解 。 事 实 上 ， 我 们 知道 这 


















































一 方程 的 两 个 解 为 x= 
































-1+w5S 
2 Ls 








[| 


对 一 般 的 二 次 方程 x* + px+q=0 而 言 ， 其 基本 域 可 i 























为 2(p, 9) 。 设 其 在 基本 域 上 不 可 约 ， 那 么 在 这 个 域 中 无 法 得 到 方程 的 解 。 但 若 把 






















































































Vp 一 4g 加 入 到 基本 域 









































， 则 在 得 到 的 扩 域 O(p, gq, Vp? 一 49) 中 方程 可 解 ， 事实 上 其 





解 可 以 表示 为 : x ,= 














下 面 再 来 考察 三 次 方程 x +mx =n ， 在 它 的 基本 域 O(m, n) 上 一 般 无 法 求解 。 但 
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2 3 3 2 3 
我 们 分 别 把 量 2 + 字 i + 过 加 入 到 原来 的 域 中 ， 于 是 在 得 到 的 扩 域 
们 分 别 4 127 可 7 4 127 上 十 任 个 
3 
n” mi n n” mi ss [ 、 AAA Ar 
O| m,n, 人 1 5 土 一 + + 中 方程 可 解 。 事 实 上 ， 用 前 面 介绍 过 的 卡尔 
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公式 ， 我 们 知道 x = 



































通过 上 面 的 例子 ， 


4 27 
3 3 
2 3 到 3 
n n m n n m 
| 十 十 
| V4 27 NV2 4 27 


我 们 看 到 能 用 根 号 求解 方程 的 求 根 公式 特点 是 ， 一 个 代数 方程 





















































(数字 系数 或 字母 系数 ) 有 根 式 解 ， 相 当 于 系数 域 可 以 经 过 有 限 次 添加 根 式 而 一 扩 再 











扩 ， 直 到 扩充 至 根 域 



































KK 为止。 或 者 说 ， 相 当 于 在 系数 域 政 与 根 域 K 之 间 存 在 一 个 有 限 


ff 













































































的 扩 域 序列 : FF = K， 
数 的 根 式 而 成 的 扩 域 


于 是 ， 根 式 解 问 

















lealy 


三 太 CcC-cK = 虽 个 K, 都 是 由 KK, ,添加 K, 中 的 























六 








题 可 以 转化 为 域 的 问题 。 然 而 ， 这 种 转化 中 的 关键 点 在 于 ， 如 何 
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起 本 域 通 过 不 断 扩 张 最 终 得 到 根 域 。 为 了 解决 这 一 困难 ， 伽 罗 瓦 引入 了 习 
巴 域 的 问题 转变 成 群 的 问题 。 我 们 举 简单 的 例子 来 说 明 一 下 。 
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考虑 方程 p(x)=x*+x-1=0， 其 系数 域 为 有 理 数 域 O。 由 韦 达 定理 可 知 ， 


Xi+x, 三 一 xx, 三 一 | 


两 个 代数 关系 。 容 易 



























































， 这 是 以 系数 域 ( 此 处 为 2) 中 的 元 素 为 系数 ， 由 方程 的 根 形成 的 
明白， 这 两 个 代数 关系 在 置换 (1)、(12 ) 下 都 保持 不 变 。 事 实 上 ， 






























































可 以 证 明 ， 以 系数 域 
换 下 都 将 保持 不 变 。 

















的 元 素 为 系数 ， 方 程 的 根 所 形成 的 全 部 代数 关系 ， 在 这 两 个 
于 是 ， 我 们 说 方程 p(x) =x*+x-1=0 在 有 理 数 域 中 的 群 由 这 两 个 
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换 构 成 。 再 考虑 p(x) =x*+x-1=0 在 扩 域 QO(V5) 


























的 情况 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 本 














以 考察 x -x,。 易 知 ， 这 一 代数 关系 在 








换 (1) 下 保持 不 变 。 于是， 我 们 说 方程 p(x)=x? +x-1=0 有 


构成 。 





















































通过 这 个 简单 的 例子 ,我们 只 是 想 点 明 几 点 。 划 


伽 罗 瓦 所 称 的 “方程 的 群 ”( 现 在 又 称 “ 伽 罗 瓦 群 ”) 

















一 个 方程 的 根 形 成 的 























换 群 中 
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人 























性 。 特 别 地 ， 一 个 方程 的 伯 


的 伽 罗 瓦 群 可 以 变 小 。 其 三 ， 
根 的 地 位 是 对 称 的 。 因 





-已 ] 








下 豆 La rl 
需要 指出 ， 


此 ， 何 罗 瓦 群 作为 方程 的 











换 (12) 下 会 发 生 改 变 。 但 显然 ， 它 在 恒 等 























F QO(V5) 中 的 群 





换 (1) 




































































灿 组 成 的 “ 子 群 ”"。 其 二 , 地 





大 数 域 E 









































罗 瓦 群 是 方程 假定 解 的 最 大 





























具有 nn 个 解 。n 个 解 的 可 能 


























换 的 最 大 数 是 nl ， 
































瓦 证 明了 ， 对 任何 次 数 n， 总 

















次 方程 的 伽 罗 瓦 群 是 $; 。 其 四 ， 





























到 ， 上 面 简单 例子 中 ， 























































































































这 里 计 算 对 此 做 更 多 介绍 。 




















一， 对 一 个 方程 ， 我 们 可 以 引入 
的 概念 。 所 谓 “ 方 程 的 群 "， 是 指 


后 ， 方 程 





保持 根 的 代数 关系 不 变 ， 就 意味 着 在 此 关系 
“对 称 外 形 ”， 刻 画 了 方程 根 的 对 称 
换 群 。 具 体 来 说 ， 次 方程 
而 包含 所 有 置换 的 群 就 是 群 S, 。 伽 罗 
能 找到 一 些 方程 ， 其 伽 罗 瓦 群 为 整个 $, ， 


个 








比如 ， 存 在 五 
程 在 某 数 域 中 的 群 总 是 可 以 求 出 的 。 


可 以 注意 










































































| 只 





EE 要 的 一 点 是 ， 


我 们 可 





以 看 

















区 们 只 是 给 出 了 结果 ， 并 没有 认真 解释 结果 的 由 来 。 限 于 篇 幅 ， 


























到 在 分 罗 瓦 域 与 伽 罗 瓦 群 之 间 








存在 一 种 对 应 关系 ， 




















这 种 关系 在 一 般 情 况 | 























为 G， 于是, 介 于 方程 的 系数 域 与 根 域 K 之 间 的 所 有 域 惟 好 与 旭 




















也 是 成 立 的 。 具 体 而 言 ， 设 方程 夏 









































具有 一 一 对 应 的 关系 。 这 被 利 











E 系 数 域 上 对 应 








的 伽 罗 瓦 群 























f G 的 所 有 子 群 之 间 























为 俩 罗 瓦 扩 域 基本 定理 ， 整 个 伽 罗 瓦 理论 的 核心 就 是 这 





























基本 定理 ， 它 是 伽 罗 














瓦 理论 








含 四 种 运算 和 无 穷 多 个 数 )， 而 


题 相 对 而 言 容易 解决 。 如 
































的 顶峰 。 











在 于 ， 域 是 很 复 柳 的 丰 











原因 























马里 包 









































有 人 比 














换 群 ( 它 里 面 只 包含 一 种 运算 和 

































































和 有限 多 个 元 素 ) 的 问 


























伍 ， 如 果 把 域 的 结构 问题 比 作 一 座高 山 ， 从 某 种 角 卢 
































说 
惑 
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简直 是 其 是 峭壁 ， 




















的 世界。 而 伽 罗 瓦 的 这 一 人 


无 处 攀缘 ， 从 









































和 大 发 现 














表明 ， 群 的 结果 可 反映 域 的 结 








换 群 的 角度 来 看 ， 山 穷 水 尽 之 余 却 是 柳暗花明 



























































尽 ， 从 而 有 


















































较 简 单 的 置换 群 来 解决 更 复杂 的 域 的 问题 。 


= 
由 






























































至 此 ， 我 们 看 到 作为 一 系列 独创 性 思想 的 第 一 步 ， 也 是 关键 的 一 步 ， 伽 罗 瓦 先 把 
究 代 数 方程 过 程 中 遇 到 的 问题 转化 成 域 的 问题 ， 然 后 又 把 域 中 遇 到 的 困难 转化 为 群 
一 系列 新 问题， 由 此 ， 全 部 问题 归结 为 置换 群 及 其 子 群 结构 的 分 析 。 关 于 群 的 研究 ， 
司 样 内 装着 伽 罗 瓦 的 天 才 与 非凡 的 想象 力 与 创造 力 。 
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加 罗 瓦 在 子 群 基础 上 引入 了 一 种 特殊 的 子 群 : 正规 子 群 。 设 G 是 群 ,及 是 
G 的 子 群 ， 任 取 heH,geG,， 车 有 ghg ee 及 , 则 称 五 是 G 的 正规 子 群 。g 'he 称 为 
有 应 用 g 的 变形 ， 上 述 定 义 表 明 ， 用 任何 ge G 对 五 中 元 素 变 
有 “不 变 ” 性 ， 因 此 正规 子 群 也 称 为 不 变 子 群 。 
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乃 在 五 中 ， 即 万 对 变 














































































































一 般 来 说 ， 如 果 一 个 群 具有 正规 子 群 ， 其 中 一 个 将 是 最 大 的 ( 即 有 最 高 阶 ,或 
秆 说 有 最 多 的 元 素 )。 进 一 步 ， 这 个 最 大 正规 子 群 可 能 又 有 它 自 身 的 子 正规 了 
群 ， 其 中 一 个 又 有 最 高 的 阶 。 于 是 ， 我 们 可 得 到 最 大 正规 子 群 的 一 个 完整 系列 : 


GDG, >G, ,DG,,D…G; > G。 在 得 到 这 个 最 大 正规 子 群 的 完整 系列 后 ， 我 们 可 





































































































































































































js 站 n Nn 了 
义 进一步 做 如 下 定义 : 令 K = 二 ,Ks = 二 全 ,Ks = 二 ，…， KK， = 节 (其 中 ，n 是 群 G 
p p-l p-2 1 
;含有 的 元 素数 ， 必 是 群 6, 中 含有 的 元 素数 ，n,, 是 群 6, 中 含有 的 元 素数 …… 
由 是 群 G 中 含有 的 元 素数 ， 易 知 G 为 单位 元 群 ， 因 此 由 =1)， 由 此 得 到 的 指数 序列 


Ki, K,,…, KK, 称 为 群 G 的 组 合 因 数 。 为 方便 理解 ， 我 们 举例 子 说 明 一 下 。 








































































































































































































先 以 置换 群 8 为 例 。8, 只 有 一 个 子 群 即 单位 元 群 (1)， 显 然 这 个 子 群 也 是 正规 
群 。 于 是 ， 我 们 得 到 的 最 大 正规 子 群 系列 很 简单 : (1) 和 (12); (1)。 于 是 ， 置 换 群 8 
的 组 合 因数 为 =2 。 



























































再 看 一 下 置换 群 9 ， 这 个 群 包 含 6 个 元 素 :(1)、(12)、(13)、(23 )、(123 )、 
(132)。 可 以 验证 ,含有 (1)、(123 )、(132 ) 3 个 元 素 的 群 瑞 是 其 正规 子 群 ， 且 是 最 大 
正规 子 群 。 进 一 步 , 的 最 大 正规 子 群 是 单位 元 群 (1)。 于 是 ， 我 们 得 到 $ 的 最 大 正 
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规 子 群 系列 是 8 、 有 万 、 单 位 元 群 。 置 换 群 5, 的 组 合 因数 为 3 E 7 -3 。 




































































在 群 C 组 合 因数 概念 基础 上 ,， 伽 罗 瓦 引入 了 可 解 群 概念 : 若 群 C 中 的 组 合 因数 
Ki, K,,…, 天 全 都 是 质数 ， 则 G 称 为 一 个 可 解 群 。“ 可 解 ” 之 名 来 源 于 代数 方程 的 可 
解 性 。 事 实 上 ， 经 过 千 曲 百 折 之 后 ， 我 们 已 经 走 到 了 迷宫 的 出 口 。 这 就 是 合 罗 瓦 光辉 
的 定理 : 一 个 方程 有 根 式 解 的 充分 且 必 要 条 件 是 ， 这 个 方程 的 群 是 可 解 群 。 具 体 而 言 ， 
如 果 一 个 方程 在 一 个 含有 其 系数 的 数 域 中 ， 它 的 群 是 一 个 可 解 群 ， 则 此 方程 有 根 式 解 ， 
而 且 仅 在 这 一 条 件 下 方程 有 根 式 解 。 























































































































































































































































































































下 面 我 们 应 用 伽 罗 瓦 这 一 “美妙 的 定理 "， 来 判定 代数 方程 的 可 解 性 。 






















































































对 于 一 般 的 二 次 方程 ax* +bx+c=0， 它 有 两 个 根 x, x,。 此 方程 在 一 个 含有 其 系 
数 的 数 域 中 ， 它 的 群 5, 中 的 元 素 只 能 是 (1) 和 (12)。 如 上 所 述 ， 和 置换 群 5, 的 组 合 因 数 
















































































为 2。2 是 质数 ， 这 表明 群 9 是 可 解 群 。 因 此 ， 由 伽 罗 瓦 定理 ， 二 次 方程 都 有 根 式 解 。 









































对 于 一 般 的 三 次 方程 ac +bx ”+cx+4d=0， 它 有 3 个 根 %w, ,x3。 此 方程 在 一 
个 含有 其 系数 的 数 域 中 ， 它 的 群 5, 中 的 元 素 包 含 6 个 元 素 : (1)、(12)、(13)、(23)、 
(123)、(132 )。 如 前 所 述 ， 置 换 群 8 的 组 合 因数 为 2、3。 因 为 2 与 3 都 是 质数 ， 这 表 
明 群 品 是 可 解 群 。 因 此 ， 根 据 伽 罗 瓦 定 理 ， 三 次 方程 都 有 根 式 解 。 


















































































































































对 于 一 般 的 四 次 方程 axt+bx* +cx*+dx+e=0， 它 有 4 个 根 x, zz。 此 方程 
在 一 个 含有 其 系数 的 数 域 中 ， 它 的 群 5, 中 包含 41=24 个 元 素 。 可 以 验证 ， 这 个 群 的 最 
大 正规 子 群 G, 为 12 阶 ， 而 G6, 的 最 大 正规 子 群 G 为 4 阶 ，G; 的 最 大 正规 子 群 G6, 为 2 
阶 ，G, 的 最 大 正规 子 群 为 1 阶 。 因 此 ， 其 组 合 因 数 是 2、3、2、2。 它 们 都 是 质数 ， 这 


表明 群 % 是 可 解 群 。 于 是 ， 根 据 徊 罗 瓦 定理 ， 四 次 方程 都 有 根 式 解 。 
















































































































































































这 样 ， 我 们 应 用 伽 罗 瓦 定 理 证 明了 人 们 已 经 熟悉 的 结论 : 不 超过 4 次 的 代数 方程 
都 有 根 式 解 。 下 面 我 们 继续 考察 一 下 5 次 及 高 于 5 次 的 代数 方程 。 






























































为 此 ， 伽 罗 瓦 首先 证 明了 一 个 结论 : 当 n >4 时 ，n 次 代数 方程 在 一 个 含有 其 系数 
























































的 数 域 中 ， 它 的 群 除 了 单位 元 群 1 以 外 ， 只 有 一 个 不 变 子 群 4 ， 


nl 



































目 其 元 素 个 数 为 









































。 于 是 ， 对 一 般 的 n 次 代数 方程 而 言 ， 其 根 有 nn 个。 所 以 在 一 个 含有 其 系数 的 数 域 
1， 它 的 群 9 含有 中 4 个 元 素 ， 由 伽 罗 瓦 证 明 的 结论 ， 此 群 的 最 大 不 变 子 群 为 4 ， 而 
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尹 的 最 大 不 变 子 群 是 (1 )， 所 以 组 合 因数 为 mt 人 三 2 人 =] = 。2 是 质数 ， 但 容易 知 


nl 























2 
定理 ， 当 n>4 了 时, 一 般 的 代数 方程 没有 根 式 解 。 


























上 长 
































多 么 简练 、 完 美 、 奇 妙 的 解决 ! 异常 简练 ， 达到 了 不 能 
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和 奇妙 ， 达 到 了 无 法 更 完美 、 更 奇妙 的 程度 。 伽 罗 瓦 令 人 拍案 恢 奇 、 





道 一 在 n>4 时 一 定 不 是 质数 ， 这 表明 ，5, 在 2> 4 时 不 是 可 解 群 。 于 是 ， 根 据 伽 罗 瓦 














简练 的 地 步 ， 异常 完美 


叹为观止 的 解答 ， 









































SF 


时 代数 方程 的 根 式 求 解 ， 这 个 在 数学 史上 让 人 深 感 兴趣 的 问题 终于 
解决 。 












































们 再 简单 
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顾 一 下 人 类 为 此 走 过 的 历程 。 

































































得 到 圆满 而 彻底 的 








在 本 章 ， 我 们 介绍 了 人 类 在 代数 方程 根 式 求解 方面 的 不 懈 努 力 与 最 终 成 功 。 让 我 










































































早 在 河谷 文明 时 期 , 人 类 (特别 是 古巴 比 伦 人 ) 已 掌握 了 一 次 与 二 次 方程 的 求解 法 








则 。 到 中 世纪 ， 阿 拉 伯 数学 家 特别 是 花 拉 子 密 又 将 二 次 方程 的 理论 系统 化 。 文 艺 复兴 


















































时 期 及 以 后 一 段 时 间 ， 欧 洲 数 学 家 又 在 两 方面 获得 了 突破 : 一 方面 ， 


















































成 功 解决 了 三 次 











和 四 次 代数 方程 的 求 根 问题 ; 另 一 方面 ， 创 建 并 逐步 完善 了 符号 代数 。 由 此 ， 次 数 不 
























































超过 4 的 代数 方程 的 解法 都 可 以 写成 一 个 代数 表达 式 ， 这 个 表达 式 可 以 由 方程 的 系数 
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通过 有 限 次 的 有 理 运算 〈 即 加 减 乘 除 运算 ) 或 开 方 而 得 到 。 因 此 ， 我 们 说 四 次 的 一 般 代 
数 方程 都 有 根 式 解 。 








































































































非常 自然 地 ， 人 们 希望 把 这 一 结论 推广 到 一 般 的 五 次 及 更 高 次 方程 中 去 ， 即 获得 
五 次 或 更 高 次 代数 方程 的 根 式 解 。 然 而 ， 两 个 多 世纪 的 党 试 都 以 失败 告终 。 直 到 1770 
年 ， 事情 开始 出 现 了 转折 。 法 国 数学 家 拉 格 度 日 在 研究 中 发 现 适用 于 不 超过 四 次 代数 
方程 的 方法 并 不 适用 于 解 更 高 次 方程 ,于 是 他 猜测 高 次 方程 不 能 根 式 求解 。 另 外 在 其 
探索 中 ， 他 还 提出 置换 的 思想 ， 并 意识 到 置换 理论 是 “整个 问题 的 真正 哲学 ”， 但 他 未 
能 继续 前 进 。1799 年 ， 意 大 利 数 学 家 篆 菲 尼 提 出 并 证 明了 五 次 方程 没有 根 式 解 ， 但 其 
复杂 又 有 缺陷 的 证 明 未 得 到 数学 界 的 重视 。1824 年 ， 年 仅 22 岁 的 数学 家 阿 贝尔 迈 出 
了 决定 性 的 一 步 ， 他 严格 证 明了 五 次 及 高 于 五 次 的 一 般 方程 没有 根 式 解 。 在 这 一 非 几 
结果 之 后 ， 剩 下 的 问题 是 : 什么 样 的 特殊 方程 能 够 用 根 式 来 求解 ”在 这 方面 ， 高 斯 研 
究 并 证 明了 分 圆 方程 有 根 式 解 。 在 高 斯 研究 基础 上 ， 阿 贝尔 也 考虑 了 一 些 特殊 的 能 用 
根 式 求解 的 方程 ， 并 在 其 工作 中 引进 了 “ 域 ”的 思想 。 阿 贝尔 因 早 渤 而 留 下 的 未 浣 之 
业 留 给 了 另 一 位 与 其 命运 相似 的 年 轻 数 学 家 。 在 1829~1831 年 完成 的 几 篇 论文 中 ， 合 
罗 瓦 的 天 才 一 笔 抒 写 了 判别 方程 根 式 可 解 的 充分 必要 条 件 ， 从 而 为 方程 根 式 可 解 性 这 


一 经 历 了 三 百年 的 难题 画 上 了 圆满 的 句号 。 
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通过 本 章 的 介绍 ， 我 们 看 到 ， 在 一 代 代数 学 家 所 关注 的 这 一 基本 问题 的 漫长 求索 
过 程 中 ， 吝 典 代 数学 得 到 极 大 丰富 与 发 展 。 更 为 重要 的 是 ， 跑 最 后 一 标的 伽 罗 瓦 为 解 
决 问题 而 创造 性 地 引入 了 全 新 的 “ 群 ” 概 念 与 “ 群 论 ” 思 想 。 这 开辟 了 代数 学 的 新 源 
泉 ， 引 发 了 代数 学 的 草 命 性 变化 。 在 件 罗 华 之 前 ， 解 方程 始终 占据 着 代数 学 舞台 的 
心 ， 代 数学 曾 只 被 认为 是 解 方 程 的 学 间 ， 而 在 他 之 后 ， 代 数学 被 引入 一 个 新 的 轨道 ， 
代数 学 的 面貌 焕然 一 新 。 代 数学 不 再 限于 研究 方程 ， 而 是 更 多 地 把 注意 目标 转向 各 种 
代数 结构 。 由 此 ， 代 数学 跨 过 解 方程 的 阶段 ， 进 入 研究 新 的 数学 对 象 ( 群 、 环 、 

格 等 ) 的 阶段 ， 逐 渐 形 成 数学 的 重要 分 支 “ 近 世代 数 "， 又 称 “ 抽 象 代数 "。 扎 根 济源 ， 
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群 的 引入 正 是 在 方程 根 式 解 这 一 古典 问题 的 深入 研究 中 获得 的 。 因 此 ， 我 们 可 以 说 ， 
“数学 抽象 的 顶尖 艺术 ”一 一 群 论 一 一 是 方程 根 式 解 问题 带 给 数学 的 最 伟大 收获 ， 一 颗 


最 大 的 金 蛋 。 































































































我 们 还 可 以 体会 到 一 点 ， 数 学 的 抽象 不 是 来 自 数 学 家 的 想象 ， 而 是 来 自 成 功 攻 元 
从 经 典 数 学 继承 下 来 的 问题 的 需要 。 抽 象 的 结构 数学 不 是 无 源 之 水 、 无 本 之 木 。 它 的 
产生 不 但 大 大 扩大 了 数学 对 象 的 领域 ， 而 且 与 经 典 数 学 结合 在 一 起 ， 对 经 典 数 学 问题 
的 解决 有 着 极 大 促进 作用 。 在 下 一 章 ， 我 们 就 会 进一步 体会 到 群 论 这 一 “美丽 而 且 深 
刻 的 智力 创造 物 ” 作 为 一 种 “处 理 范 围 极 广 数 学 问题 的 无 法 估价 工具 ”的 伟力 。 在 第 
三 章 ， 我 们 还 会 看 到 群 概念 在 澄清 和 统一 不 同 数 学 分 支 方面 的 作用 。 
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第 二 章 


几何 = 
何 三 大 问题 
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第 一 节 


几何 三 大 问题 的 由 来 


























公元 前 5 世纪 ， 古 希腊 雅典 出 现 了 一 个 包括 各 方面 学 者 的 诡辩 学 派 
《也 称 智者 学 派 )。 他 们 第 一 次 提出 并 研究 了 三 个 作 图 问题 : 倍 立方 ( 体 ) 间 
题 、 三 等 分 角 问 题 以 及 化 圆 为 方 问题 。 这 就 是 数学 上 著名 的 具有 历久 不 衰 
魅力 的 几何 三 大 问题 。 这 三 大 问题 的 共同 点 是 寻求 一 种 仅 用 直 尺 和 圆规 的 
解法 。 在 这 一 限制 条 件 下 ， 三 大 问题 虽 一 直 吸 引 着 人 们 的 注意 ， 但 历经 
2000 多 年 却 未 能 真正 解决 。 直 到 19 世纪 ， 人 们 才 最 终 证 明了 找 不 到 解法 
是 因为 解法 根本 不 存在 ， 也 就 是 说 这 三 大 问题 是 尺 规 不 能 


们 要 讲述 的 正 是 三 大 几何 | 


















































































































































































































































































































































问题 。 本 章 中 我 


题 从 起 源 到 被 证 明 不 可 解 的 曲折 而 漫长 的 历史 。 


















































蕊 | 




































































在 本 节 中 ， 我 们 将 首先 介绍 几何 三 大 问题 的 由 来 及 尺 规 作 图 的 来 历 。 
攻 实 上 ， 尺 规 作 图 的 要 求 正 是 三 大 问题 难 解 的 症结 。 
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几何 三 大 问题 的 由 来 





























几何 三 大 问题 的 意思 非常 容易 理解 。 倍 立方 问题 是 说 ， 求 作 一 立方 体 ， 
































使 其 体积 等 于 一 已 知 立方 体 体 积 的 
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方 问题 是 说 ， 求 作 


















































下 方形， 使 其 面积 等 于 一 个 已 知 圆 的 面积 。 




















对 这 三 个 吸引 了 人 们 2000 多 年 的 著名 问题 ， 我 人 













































































意 角 。 化 

















] 先 来 了 解 一 下 它们 是 如 何 








[En 






















































































源 的 。 

三 者 中 ， 倍 立方 问题 的 起 因 说 法 多 而 且 有 趣 。 

一 种 传说 与 克 里 特 岛 的 米 诺 斯 王 有 关 。 米 诺 斯 王 在 古 希 腊 神话 中 是 宙斯 之 子 ， 后 
成 为 克 里 特 岛 著名 的 君王 。 他 死 后 成 为 地 府 的 三 个 判官 之 一 ， 决 定 阴魂 的 未 来 命运 ， 


可 是 高 贵 于 族 的 
继续 传达 米 诺 斯 的 
大 一 倍 ， 就 可 LC 































































































儿子 格 劳 库 斯 建造 的 立方 体 的 莫 边 长 只 有 100 尺 ， 认 为 





















































原来 的 8 倍 。 


























个 故事 中 叙述 说 :“ 米 诺 斯 发 现世 人 为 他 的 

















这 “ 太 小 了 ， 你 们 要 建 








从 只 :“ 不 改变 


实现 我 的 要 求 

















'。” 这 当然 是 不 对 的 ， 

















因为 每 边 加 倍 ， 体 积 将 





还 有 另 一 种 关于 倍 立方 问题 














































































































波 罗 神 殿 求 助 ， 太 阳 神 阿波 罗 降 











立方 体 ， 疫 病 才 不 会 流行 。 一 位 























~“ 神 论 ， 说 必须 把 他 的 









































息 之 所 啊 。 获 要 加 大 一 倍 '”。 这 就 是 所 谓 的 倍 立 方 问题 。 这 位 


荤 的 形状 ， 尽 快 将 墓 的 各 边 长 加 倍 一 一 “只 要 六 
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| 
T[ 





民 


Ss 


为 


来 的 传说 。 公 元 前 430 年 ,希腊 雅典 发 生 了 疗 疫 ， 
的 希腊 人 失去 了 生命 。 为 了 消除 灾难 ， 得 洛斯 岛 


的 公民 代表 被 派 往 特 尔 斐 的 阿 
立方 祭坛 增 大 一 倍 且 形 状 仍 为 









































作 聪 明 的 设计 师 将 祭 




















新 的 祭坛 ， 放 在 
积 是 原来 的 8 倍 ， 而 不 是 2 倍 。 居 


问题 ， 也 称 为 得 洛斯 问题 。 又 据说 ， 德 利安 就 这 个 问题 请 


坛 的 每 边 增 大 一 倍 ， 做 了 一 个 

















E 太 阳 神 



































庙 里 ， 结果 

















阳 神 大 怒 ， 疫 势 反 





























+ 
了 么 应 当 怎样 做 才 符合 









































要 求 呢 ? 这 就 是 著名 的 
请 教 过 证 和 希腊 哲人 柏 拉 


而 更 加 独 狐 。 因 为 新 你 : 








区 








蒜 的 体 
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丸 \\ 浪 
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Ley a 
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以 这 一 问题 也 称 德 利 安 间 题 。 没 能 解决 这 一 问题 的 柏拉图 对 神 论 的 真意 给 出 一 个 有 个 
性 的 回答 。 他 说 ， 神 这 样 答复 ， 他 并 不 是 想得到 一 个 体积 加 倍 的 祭坛 ， 而 是 希望 通过 
派 给 希腊 人 这 项 工作 ,来 责 罚 希腊 人 对 于 数学 的 忽视 和 对 几何 学 的 轻视 ， 由 此 重新 唤 
起 希腊 人 对 纯 几 何 研 究 的 兴趣 。 这 里 把 柏拉图 拉 进 来 显然 是 错误 的 ， 因 为 这 场 疗 疫 发 
生 的 时 候 ， 柏 拉 图 才刚 出 生 。 


























































































































































































































在 一 部 阿拉 伯 闭 作 中 ， 希腊 穆 史 又 被 转述 成 如 下 的 说 法 :“ 柏 拉 图 在 世 的 时 候 ， 以 
色 列 儿童 中 爆发 一 场 瘟疫 。 于 是 神 向 一 位 先知 传 来 的 声音 说 “立方 祭坛 加 一 信 ， 疗 疫 
头 即 粉碎 。 于 是 众人 另 做 了 一 个 和 原来 同样 的 祭坛 ， 把 它 和 旧称 坛 并 放 在 一 起 。 然 
在 疫情 蓝 延 日 甚 一 日 。 这 时 神 又 向 先知 说 “两 个 祭坛 排 成 队 ， 岂 乃 立 方 体 加 倍 ? 体积 
虽 倍 形 长 方 ， 襄 渎 我 神 尔 等 罪 !” 于 是 众人 向 柏拉图 请 教 。 柏 拉 图 告 以 “几何 学 为 众 科 


学 中 至 为 尝 美 审 绝 之 学 科 ， 尔 等 竞 无视 之 ， 神 灵 以 故 乃 施 惩罚 。” 































































































































































































































































































































































































这 些 对 于 问题 传播 起 了 推波助澜 作用 的 传说 自然 是 无 稽 之 谈 。 实 际 上 ， 古 希腊 人 
想到 这 一 问题 是 非常 自然 的 。 古 希腊 人 识 知 ， 以 正方 形 的 对 角 线 为 一 边 作 一 个 正方 
其 面积 是 原 正方 形 的 两 倍 ( 如 下 图 所 示 )， 理 所 当然 会 提出 相应 的 立体 问题 ， 即 倍 立 方 
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上 








另外 两 个 著名 的 作 图 问题 也 是 希腊 人 在 解 出 了 一 些 作 图 题 之 后 的 自然 引申 : 因 任 
意 角 可 以 二 等 分 ,于 是 就 想 搞 三 等 分 ; 解决 了 一 些 具 有 一 定形 状 的 图 形 使 之 与 给 定 图 


等 ( 面 ) 积 的 作 图 题 之 后 ， 想 到 贺 和 正方 形 是 最 简单 的 几何 图 形 ， 自 然 地 提出 化 圆 为 



























































































































































器 
NN 














NSN 











河 



















































































方 问题 。 

介绍 过 三 大 问题 的 由 来 后 ， 为 避免 对 这 三 大 问题 产生 误 
三 大 几何 作 图 问题 的 要 求 。 

个 要 求 是 ， 从 理论 上 精确 地 解决 这 个 问题 。? 

















































































































对 问题 的 近似 解 不 感 兴趣 ， 比 如 说 ， 从 实践 角度 而 言 ， 要 做 出 一 个 近似 的 两 倍 体积 
祭坛 并 非 难事 。 另 一 个 要 求 是 ; 作 图 只 允许 用 尺 规 。 我 们 后 面 会 看 到 ， 这 一 限制 条 
非常 关键 。 事 实 上 ， 整 个 问题 难 解 的 症结 都 集中 在 这 一 要 求 上 。 对 此 ， 我 们 有 必要 
了 解 一 下 为 什么 十 希腊 人 会 对 作 图 提出 这 一 特殊 要 求 。 






































































































































， 我 们 有 必要 强调 对 这 


角 的 理论 解 ， 


的 
件 








下 
IC 











尺 规 作 图 的 规矩 与 来 历 






























































































































































学 过 平面 几何 的 人 都 清楚 ， 在 几何 作 图 中 作 图 工具 限 用 直 尺 (无 刻度 ) 和 圆规 
种 ， 这 一 习惯 来 自古 希腊 。 
为 什么 十 希腊 作 图 只 限 用 尺 规 呢 ? 房 一 是 ， 这 与 古 希 腊 人 几何 研究 的 对 象 
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关 。 古 希腊 人 研究 的 基本 图 形 是 直线 和 圆 ， 而 直 尺 和 圆规 是 其 具体 化 。 有 了 直 尺 和 加 
规 这 两 种 [有 具 ， 直 线 和 圆 都 可 作出 ， 自 然 无 须 再 增加 别 的 工具 。 另 一 原因 源 于 1 

希腊 几何 的 基本 精神 : 从 极 少 的 基本 假定 (定义 、 公 理 ) 出 发 ， 推 导出 尽 可 能 多 的 命 
题 。 对 了 具 ， 自然 也 限制 到 不 能 再 少 的 程度 。 此 外 ， 古 希腊 人 对 尺 规 作 图 的 严 
格 要 求 可 能 受到 了 柏拉图 思想 的 影响 。 作 为 哲学 家 的 柏拉图 符 别 重视 数学 ， 他 强调 几 


何在 训练 智力 方面 的 特殊 




















































































































乍 用 。 为 了 达到 训练 逻辑 思维 的 目的 ， 柏 拉 图 









































主张 作 图 工具 





























制 ， 反 对 用 























之 外 的 其 他 机 械 - 














几 有 的 资料 


























， 在 历史 上 最 先 明 确 | 


























在 那 以 前 ， 许 多 作 






























































提出 尺 规 限制 的 是 伊 庄 














题 都 是 不 限 工具 的 
f 成 为 一 种 公约 ， 








力 提 倡 ， 尺 规 的 限制 渐 阐 

的 形式 规定 下 来 。 欧 几 里 和 
口 1. 由 任意 一 点 3 
口 2. 一 条 有 限 
口 3. 以 任意 点 为 
显然 ， 根 和 


























[ 具 作 图 。 






































过 斯 ( 约 公元 前 465 年 )。 


































































































到 另外 人 



































FE 意 一 点 可 以 画 直 线 。 

















直线 可 以 继续 延长 。 

















圆心 及 各 





E 意 的 距离 "可 



































时 这 几 条 公设 ， 作 图 工具 只 能 用 尺 









































明了 利用 
为 作 图 公法 1° 与 作 医 




















尺 和 加 
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J 以 并 且 只 能 完成 的 被 认可 区 
































2"。 顺 便 指出 












































两 种 工具 之 后 ， 进 一 步 指出 了 尺 规 具有 的 功能 。 事 实 上 



































， 这 两 条 公设 指 


们 分 别称 这 两 条 约定 


过 柏拉图 ( 约 公 元 前 427 一 前 347) 大 
最 后 总 结 在 《几何 原本 》 一 书 


和 导 提出 的 公设 有 5 条 ， 与 作 图 有 关 的 有 三 条 。 














1， 并 由 公设 















































9 公法 实际 上 只 能 4 














的 圆规 和 下 











peal 










































































































































































小 。 因 此 ， 这 


的 约定 可 作为 作 图 公法 3": 两 条 已 知 直线 ， 
圆 ， 如 其 相交 ， 可 确定 其 交点 。 此 外 ， 作 














才能 实现 ， 比 如 ， 直 尺 要 足够 长 ， 圆 规 的 跨度 要 放 得 很 大 又 要 能 收 得 很 
是 理想 化 了 的 作 图 规则 。 
除 这 两 条 作 图 公法 外 ， 还 有 一 条 自然 
或 一 条 已 知 直线 和 一 个 已 知 圆 ， 或 两 个 已 知 
中 原文 中 无 “半径 ”二 字 出 现 ， 此 处 “距离 ” 即 圆 的 半径 。 
































党] 
































内 或 圆 外 ， 均 可 任 














图 中 还 有 一 个 附加 规定 : 在 已 知 直线 上 或 直线 外 ， 已 知 圆周 上 或 
意 取 点 ,但 所 取 的 点 不 得 附加 其 他 任何 特殊 性 质 。 
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上 面 3 条 约定 的 作 图 公法 ， 指 明了 尺 规 作 图 的 可 能 范围 。 于 是 利用 直 尺 和 区 
完成 一 个 作 图 题 ， 就 是 指 由 上 述 作 图 公法 所 确定 的 简单 作 图 的 有 限 次 组 合 。 下 面 我 们 


以 熟知 的 二 等 分 角 为 例 来 领会 一 下 。 
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已 知 和 40B， 求 作 射线 OS, 使 40S= 人 SOB。 
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做 法 














1) 以 点 0 为 圆心 、 任 意 长 为 半径 作 弧 DE (根据 作 图 公法 2"， 即 公设 3)， 交 04 


于 点 D (根据 作 图 公法 3°)， 交 08 于 点 (根据 作 图 公法 3°)。 

































































DE 的 长 为 半径 作 弧 (根据 作 图 公法 2°)， 这 











2) 分 别 以 点 D 和 为 贺 心 、 以 大 于 


两 条 弧 相 交 于 点 S (根据 作 图 公法 3°)。 








河 
































3 ) 作 射 线 05 (根据 作 图 公法 1*， 即 公设 1)。 











则 O05 就 是 所 求 作 的 射线 。 
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Bs 
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[eo] 
于 
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ws 
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可 以 看 到 ， 这 一 例子 的 作 图 过 程 实 质 上 是 作 图 公法 2*、 作 图 
法 3"、 作 图 公法 2、 作 图 公法 3"、 作 图 公法 1° 的 组 合 。 不 仅 如 此 ， 任 何 一 个 利用 直 
和 圆规 来 完成 的 作 图 题 ， 都 能 转化 为 作 图 公法 1%~3° 的 有 限 次 组 合 。 几 是 能 有 限 次 
利用 3 条 作 图 公法 完成 的 作 图 就 称 为 尺 规 作 图 可 能 间 题 。 反 之 ， 几 不 能 有 限 次 利用 3 
条 作 图 公法 完成 的 作 图 就 称 为 尺 规 作 图 不 能 问题 。 在 作 图 公法 的 限制 下 ， 用 尺 规 确实 


水 作出 许多 图 形 ， 甚 至 可 以 作出 相当 复杂 的 图 形 ， 但 是 是 否 如 古 希 腊 人 所 相信 的 那 
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样 “不 论 多 么 复杂 的 图 形 ， 都 能 依靠 足够 的 耐心 和 聪明 的 才智 ， 仅 用 尺 规 把 图 作出 来 " 
呢 ? 并 非 如 此 。 事 实 上 ， 有 些 图 形 确实 无 法 只 用 尺 规 完成 ， 本 章 介绍 的 三 大 作 图 问题 
就 是 最 典型 的 尺 规 作 图 不 能 问题 。 在 长 达 2000 多 年 的 时 间 里 ， 人 们 未 能 意识 到 这 一 
点 ， 为 此 付出 了 无 数 的 心血 ， 才 以 失败 告终 。 但 这 个 探索 的 过 程 也 孵 出 了 许多 数学 金 
蛋 。 在 下 一 节 中 ， 我 们 就 要 去 了 解 一 下 人 类 这 一 翡 壮 却 并 非 无 所 获 的 历程 。 


















































































































































































































































一 小 
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几何 三 大 问题 的 历史 解答 















































使 用 直 尺 和 
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规 ， 这 使 问题 变 
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几何 三 大 作 图 问题 自 提 出 后 ， 就 吸引 了 许多 人 投身 其 中 ,但 由 于 只 能 
难以 解决 并 因而 更 富 魅 力 。 虽 然 许多 研究 
攻 对 三 大 问题 给 出 了 解答 ， 所 有 这 些 解答 都 无 法 严格 章 守 尺 规 作 图 的 限制 ， 
晶 这 些 研 究 却 引出 了 大 量 新 发 现 ， 它 们 对 整个 几何 学 的 发 展 产 生 了 巨大 影 


j。 本 节 中 ， 我 们 将 分 别 介绍 对 几何 三 大 问题 的 历史 解答 。 




















































































































倍 立 方 问题 的 历史 解答 



































音 立 方 问题 的 表述 是 : 已 知 一 个 立方 体 ， 求 作 一 个 新 立方 体 ， 使 其 体 
积 是 已 知 立 方 体 的 两 倍 。 设 已 知 立 方 体 的 


i 
为 x， 显 然 满 足 x =2ai 。 


在 倍 立方 


了 解决 问题 的 第 一 步 。 作 为 一 项 重要 的 进 








楼 长 为 a， 所 求 倍 立方 体 的 楼 长 

















问题 提出 后 不 久 ， 希 波 克 拉 




















庆 ( 约 公元 前 460 一 前 370 ) 迈 出 
展 ， 希 波 克 拉 底 的 发 现 是 把 这 一 




















间 题 做 了 简化 。 他 指出 ， 设 原 立 方 体 的 楼 长 为 4， 那么 只 要 能 作出 已 知 线 
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段 a 与 24 的 “ 双 比 例 中 项 ”x、y， 那 么 x 即 为 所 要 求 的 新 立方 体 的 楼 长 。 所 谓 a 与 2a 
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和 9“ 双 比 例 中 项 "x、y， 即 指 x*、y 满 足 比 例 式 子 ，= 了 = 记 。 容 易 看 出 这 与 原 问题 


了 
3 
pe pz 昌 人 , 1 / 
确实 是 等 从 的: 由 人] = 世上 ,可 # 
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XxX) xy2a 2° - 
































希 波 克拉 底 是 如 何 想 到 把 倍 立 方 问题 转化 为 双 比 例 中 项 的 呢 ?” 据 推测 ， 他 是 受到 
























































了 售 正方 形 问题 的 启发 。 我 们 知道 倍 正方 形 问 题 相当 于 作出 满足 x =2a? 的 边 长 x ， 而 


















































为 得 到 长 度 x ， 可 以 做 a 与 24 的 比例 中 项 ， 即 使 得 和 = 过 比 ， 很 可 能 这 种 处 理 


2 
X 2a 


问题 的 方法 促使 希 波 克 拉 底 把 倍 立方 问题 归结 为 找 出 与 24 之 间 的 “ 双 比 全 
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项 "。 





















































希 波 克拉 底 没 有 给 出 解决 倍 立方 问题 的 具体 方法 ， 只 是 指出 了 解决 问题 的 可 行 途 











径 。 经 过 他 的 “简化 ”后 ， 倍 立方 问题 转化 成 另 一 个 等 价 的 问题 ， 从 而 使 原来 的 问题 





























变 得 清晰 明了 了 。 在 希 波 区 拉 底 之 后 ， 为 了 解决 倍 立方 问题 ， 人 们 的 探索 转向 于 致力 











寻找 两 条 已 知 线段 a 与 24 的 两 个 中 项 ， 即 作出 满足 < = 了 = 元 的 线段 +、y。 在 这 一 
思路 的 启发 下 ， 后 人 确实 找到 了 几 种 非 尺 规 作 图 的 解法 。 





















































门 乏 赫 莫 斯 解法 





公元 前 4 世纪 的 门 奈 赫 莫 斯 ( 约 公元 前 380 一 前 320 ) 给 出 了 两 种 做 法 。 一 种 做 法 
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是 用 现在 的 解析 几何 语言 表示 ， 即 考虑 抛物 线 x* = ay 与 y=2ax 在 第 一 象限 内 的 交点 。 





2 
X =ay 


























得 交点 的 横 坐 标 x = 3/2a 。 








i , 
yy” =2ax 



































另 一 种 做 法 是 ， 考 虑 抛物 线 = ay 与 双 曲 线 xy =2a :的 交点 ， 易 知 其 横 坐 标 x、 纵 
坐标 恰好 满足 上 述 比例 关系 。 事 实 上 ， 我 们 易 知 交点 的 横 坐 标 x= 32a 。 
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实际 上 ， 门 奈 赫 莫 斯 的 巧妙 解法 正 是 来 自 对 < = 了 = 苇 所 做 的 巧妙 处 理 。 把 这 
连 比 例 式 拆 成 两 个 等 式 人 = 2 比 得 到 的 两 个 方程 联 立 求 交点 ， 即 为 第 
一 种 解法 。 同 样 ， 如 果 把 这 连 比 例 式 拆 成 两 个 等 式 < = 了 与 = ， 即 可 得 第 二 种 











解法 。 
































门 奈 赫 莫 斯 的 解答 在 现在 看 来 非常 自然 ， 但 在 当时 却 具 有 开创 意义 。 一 方面 ， 他 
采用 了 曲线 相交 的 “ 作 图 ”方法 ， 这 种 方法 被 许多 后 来 者 继承 
正 是 通过 他 的 解答 ， 数 学 中 第 一 次 引入 了 抛物 线 、 双 曲线 这 两 种 新 的 曲线 。 而 在 此 之 
前 ， 这 两 种 曲线 还 不 为 人 所 知 。 
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后 来 ， 门 奈 赫 莫 斯 又 发 现 ， 这 两 条 曲线 可 以 作为 平面 与 圆锥 面 的 截 线 得 到 。 具 体 
而 言 ， 用 垂直 于 圆锥 母线 的 平面 去 截 圆锥 面 ， 当 圆锥 顶 角 是 直角 (这 种 圆锥 当时 称 为 
[ 角 圆锥 ) 时 ， 所 得 截 线 为 抛物 线 ; 项 角 为 鳄 角 ( 这 种 圆锥 当时 称 为 钝 角 圆 锥 ) 时， 所 
得 截 线 为 双 曲 线 的 一 支 ; 顶 角 为 锐角 (这 种 圆锥 当时 称 为 锐角 圆锥 ) 时 ， 截 线 为 椭 
这 三 种 曲线 后 来 统称 为 圆锥 曲线 。 因 ， 门 奈 赫 
斯 发 现 了 圆锥 曲线 。 
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在 解决 倍 立 方 问 题 的 过 程 
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的 发 现 引 起 许多 数学 家 的 兴趣 。 欧 几 里 得 、 阿 基 米 德 等 都 对 其 做 了 深 





| 与 

车 
Er 
门 











Ry a LY 


ESNARSANANAN 


| 
Oo 














入 细致 的 研究 。 特 别 是 证 希腊 伟大 的 几何 学 家 阿波 罗 尼 奥 斯 ( 约 公元 前 262 一 前 190 ) 
完成 了 传世 巨著 《圆锥 曲线 论 》 把 圆锥 曲线 的 研究 推进 到 登峰造极 的 地 步 。 再 后 
来 ， 人们 认识 到 ， 圆 锥 曲线 不 仅 在 数学 中 极为 重要 ， 而 且 可 应 用 于 物理 、 天 文学 ， 
这 大 大 抬 高 了 圆锥 曲线 的 价值 。 但 这 一 切 ， 追 根 漳 源 ， 都 要 归于 门 奈 赫 莫 斯 关 于 倍 
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立方 问题 的 解答 。 以 后 人 的 眼光 看 ， 在 解决 倍 立 方 问题 中 收获 最 大 的 数学 金 蛋 正 是 
罚 锥 曲线 的 发 现 。 
当然 ， 抛 物 线 、 双 曲线 这 类 圆锥 曲线 是 无 法 用 尺 规 作出 的 ， 所 以 门 奈 赫 莫 斯 的 两 

































































种 解法 给 出 了 们 立方 问题 的 解答 ， 但 不 合 尺 规 作 图 的 要 求 。 
























































下 面 我 们 再 看 看 其 他 研究 者 在 这 一 闭 名 问题 上 取得 的 进展 。 
























































柏拉图 做 法 














如 图 ， 先 作 两 条 互相 垂直 的 直线 m、n ， 它 们 相 














于 点 0, 取 OC=a、OD=2a。 
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然后 取 两 个 直角 的 曲 尺 (木工 常用 的 工具 ), 使 尺 通 过 C 点 ， 且 直角 顶点 在 线 
n 上; 使 另 一 曲 尺 通过 D 点 ， 且 直角 顶点 在 m 上 。 

在 上 述 条 件 下 ,移动 调 整 两 曲 尺 的 位 置 ， 直 到 两 曲 尺 的 男 一 直角 边 互 相 密 合 为 上 上 。 
这 样 便 在 直线 mm 与 nx 上 分 别 确定 了 点 4 与 点 B。 

因为 08 = 04.0C, 04 =0B.OD， 所 以 有 OC:0B=0B:04=04:0D。 

于 是 04 、0B 即 为 所 求 。 

芷 图 过 程 中 使 用 的 曲 尺 也 可 用 直角 板 代 替 。 这 一 借助 于 机 械 的 解法 ， 通 常 被 称 为 
柏拉图 做 法 。 般 认 为 这 一 做 法 并 非 由 柏拉图 给 出 ， 因 为 柏拉图 曾 对 使 用 尺 规 之 外 
的 机 械 表 示 不 满 ， 认 为 这 样 的 结果 是 一 无 可 取 地 失去 最 好 的 几何 学 ， 破 坏人 们 的 创造 ， 
阻止 人 们 认识 永恒 的 精神 世界 。 











埃 拉 托 塞 尼 ( 约 公元 前 276 一 前 195 )， 是 希腊 数学 家 、 地 到 












































埃 拉 托 塞 尼 方法 

















多 才 。 他 是 车 名 数 





学 家 阿 基 米 德 的 垄 友 ， 约 公元 前 235 年 

















E 学 家 ， 他 兴趣 


























晚年 时 由 于 双 目 
理学 上 其 脸 炙 人 口 





















































失明 而 自杀 。 














数 等 





EF 他 





























的 业绩 是 





简单 的 


方法 对 





























很 多 











算 。 有 意思 的 是 ， 埃 拉 托 赛 尼 被 同 























方面 的 工作 都 没有 


























达到 最 高 水 平 








。 但 在 现在 4 





地 球 的 
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担任 亚历山大 医 
“素数 筛子 ”的 发 现 才 














而 闻名 ， 














司 长 做 了 令 人 不 可 











思议 的 精 





才 代 人 戏称 为 “贝塔 ”( 意 即 第 二 )， 

















恨 多 学 科 领 域 ， 人 








因为 他 在 
门 都 公认 他 是 一 
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位 伟大 的 学 者 。 























在 几何 方面 ， 埃 拉 托 塞 尼 叙述 了 倍 立方 问题 的 起 源 (我 们 前 面 介绍 过 的 两 种 传说 
就 是 源 自 埃 拉 托 塞 尼 的 说 法 ) 及 求解 历史 ， 并 对 解决 这 一 问题 做 出 了 自己 的 贡献 。 在 
下 面 一 首 被 刻 在 托 勒 密 三 世 圣 殿 大 理 石 板 上 的 短 诗 中 ， 他 夸 汐 了 自己 对 倍 立方 问题 的 






























































































































































“好 朋友 ， 如 果 你 想 解 决 们 立方 问题 ， 而 不 改变 立方 体 的 形状 。 
那么 你 现在 能 够 如 愿 以 偿 。 

这 样 ， 你 就 可 以 加 倍 一 个 羊 栏 、 地 容 ， 或 者 深井 的 容量 。 
你 只 需要 在 两 个 直 尺 之 间 ， 捕 获 顶 端 共 线 的 两 个 中 项 。 
你 不 要 去 为 阿尔 希 塔 斯 的 圆柱 面 的 活 计 困 惑 繁忙 ， 

不 要 去 为 门 奈 赫 莫 斯 的 三 个 圆锥 面 的 堆 线 劳 伤 ， 

也 不 要 跟着 欧 多 克 索 斯 去 画 那 些 神 鬼 生 昊 的 曲线 形状 。 
我 的 方法 简单 漂亮 ， 你 只 需 滑动 这 三 角形 小 片 数 张 ， 

由 小 到 大 ， 你 很 容易 就 能 找到 千 千 万 万 个 比例 中 项 。 
愉快 优雅 地 ， 你 ， 托 勒 密 ! 你 这 青春 活力 永 驻 的 扔 父 ， 
你 做 的 一 切 ， 缪 斯 众 女神 和 那 历代 列 王 都 要 惊讶 美 莹 。 
六 届 卫 党 写本 月 是 /有 天 司 反 < 二 和 淹 

也 将 从 你 的 手中 接 过 这 一 独特 的 王 杖 圣 物 。 

到 那 时 啊 ， 让 所 有 见 到 这 一 贡献 的 人 都 欢呼 : 


这 正 是 库 热 那 的 埃 拉 托 塞 尼 的 天 才 赠 赋 ! 


了 



































埃 拉 托 塞 尼 解 决 倍 立方 问题 的 方法 借助 了 一 种 器 械 。 结 合 上 面 的 图 ， 我 们 解释 一 





















































































































































下 他 的 方法 。 

如 第 一 图 所 示 ， 在 两 条 平行 线 4XY、E7 之 间 有 三 个 等 腰 直 角 三 角形 4FM、MGN、 
NHO ， 第 一 个 保持 不 动 ， 后 两 个 可 在 平行 线 上 滑动 。 在 QH 上 取 一 点 D ， 然 后 如 第 二 
图 所 示 ， 癌 左 滑动 人 MGN 至 MGN 位 置 ， 以 使 4D 与 MF 的 交点 B 沙 在 其 斜 边 上 。 同 

























































































样 ， 向 左 滑动 ANHO 至 NHO 位 置 ， 以 使 4D 与 NG 的 交点 C 落 在 其 斜 边 上 。 





























根据 A4FB 人 BGC ,可 得 CG:BF = BF :AE (相似 三 角形 对 应 高 的 比 等 于 对 应 





























边 的 比 ); 同 理 , 根据 和信 BGC “人 八 CHD，, 可 得 DH :CG=CG:BF。 


设 线段 4E =2a, CG =x, BF =y， 






































iF DH =a (只 需 取 DD 为 O68 的 TI 点 )， 则 有 



























































a:X=X:y=y:24a。 通 过 上 述 操 作 ， 我 们 由 已 知 线段 a、24 得 到 了 其 “ 双 比 例 中 项 ”x、 
y。 根 据 希 波 克 拉 底 的 结论 ， 倍 立方 问题 得 以 解决 。 
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为 找到 埃 # 


四 



































托 赛 尼 所 说 的 和 干 干 万 万 个 比 合 中 项 ， 只 需 在 此 两 平行 线 间 加 干 干 万 万 












































个 滑动 的 三 角形 ， 依 据 上 述 同 样 的 道班 





















































E 即 可 得 到 。 也 就 是 说 ， 用 他 的 方法 ， 不 仪 能 得 



































到 两 线段 间 的 两 个 比例 中 项 ， 而 且 能 得 

















到 所 需要 的 许多 比例 中 项 。 
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三 等 分 角 的 历史 解答 


























三 等 分 任意 角 这 一 问题 何 时 出 现 ， 历 史上 没有 记载 。 不 过 ， 正 如 我 们 已 提 到 的 ， 
这 一 问题 的 提出 是 非常 自然 的 事情 。 古 希腊 人 约 在 公元 前 500 年 就 
任意 角 。 既 然 能 够 容易 地 二 等 分 任意 角 ， 人 们 自然 会 考虑 把 问题 引申 : 能 和 否 三 等 分 们 
意 角 呢 ? 然而 ， 让 人 深 感 诈 异 的 是 ， 等 分 到 三 等 分 ， 仅 仅 这 人 么 一 点 小 小 的 变化 ， 
一 个 平淡 无 奇 的 几何 作 图 题 ， 就 变 成 了 一 座高 深 句 测 的 数学 迷 宣 。 下 面 我 们 介绍 几 种 


走出 这 一 迷宫 的 方法 。 
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古 希 腊 伟 大 数学 家 阿 基 米 德 ( 约 公 元 前 287 一 前 212 ) 在 其 《 引 理 集 》 一 书 中 证 明 
了 一 个 命题 ， 后 人 发 现 ， 这 一 命题 事实 上 可 以 给 出 一 种 三 等 分 角 的 可 能 途径 。 为 了 弧 
述 方便 ， 我 们 对 阿 基 米 德 的 原 命题 稍 加 修改 。 




































































如 图 ， 以 已 知 角 的 顶点 4 为 圆心 作 圆 ， 分别 交 已 知 角 两 边 于 了 、C。 然 后 过 B 点 


引 直 线 与 圆 交 于 已 、 与 C4 延长 线 交 于 D， 并且 使 DE 的 长 恰 为 圆 的 半径 。 
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易 地 证 明 ， LBDC=3 LBAC, 于 
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和 巧妙 而 简洁 。 然 痢 















































全 点 在 了 
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分 ZB4C ， 只 需 过 4 点 引 









































于 的 半径 ， 然 后 绕 点 B 转动 直 凡 
















































































点 分 别 落 在 贺 和 C4 区 





I 直 尺 无 任何 刻 
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简单 明了 的 原 到 
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帆 普 斯 方法 


背 亚 历 出 天 的 帆 普 斯 ( 约 290 一 约 350 ) 是 罗马 帝 医 
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裔 》， 共 8 卷 ， 其 





5 了 他 的 创造 。 比 女 
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卷 中 ， 他 对 三 等 分 任意 角 问 题 就 给 出 了 自己 的 解答 。 为 了 理解 他 的 方法 ， 我 们 先 对 尺 
规 三 等 分 角 问 题 做 以 下 分 析 。 
















































































如 图 所 示 ， 设 ZC48 为 已 知 的 任意 角 ， 而 ZH4B 是 它 的 一 个 三 等 分 角 ， 即 









































ZH4B =3LC4B。 为 了 作出 LH4B ， 我们 考虑 个 长 方形 4FCD ，FC 的 延长 线 与 
A 延长 线 相交 于 一 点 ， 设 交点 为 EE。 显 然 ， 为 了 作出 ZH4B ， 只 需 定 出 E 点 。 作 


Rt 人 CEH 斜 边 上 的 中 线 CG ， 容 易 证 明 ，EH = 2C4 。 
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于 是 ,我 们 得 到 三 等 分 角 的 一 种 方法 : 设 ZC48 为 已 知 的 任意 角 ， 作 一 个 长 方形 
AFCD ， 过 4 作 一 条 线 ， 使 这 条 线 与 CD、FC 都 相交 ， 而 且 使 由 这 两 个 交点 确定 的 线 
段 ( 即 图 中 的 EH ) 长 度 恰 好 为 已 知 线段 C4 的 二 倍 。 根 和 


人 《C48B 的 一 个 三 等 分 角 。 
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， 易 知 ZH4B 是 












































问题 在 于 ， 如 何 找 到 满足 条 件 的 EH ， 或 者 说 如 何 确定 出 点 E 呢 ?” 帕 普 斯 借助 双 
线 实现 了 这 一 点 。 如 果 借 助 于 有 刻度 的 直 尺 ， 也 可 以 做 到 。 具 体 做 法 是 ， 在 直 尺 上 
标 出 一 段 长 为 2 C4 的 线段 EH8， 然 后 调整 直 尺 的 位 置 ， 使 它 过 点 4， 且 及 落 在 CD 上 ， 
E 落 在 FC 延长 线 上 ， 即 可 完成 三 等 分 角 。 但 无 论 是 引入 双 曲 线 还 是 使 用 有 刻度 的 直 
尺 ， 都 明显 违反 了 尺 规 作 图 的 规定 。 然 而 若 只 用 尺 规 ， 却 无 法 作出 满足 条 件 的 E87， 也 
就 无 法 用 由 普 斯 方法 三 等 分 角 。 








































































































































































































































































































































































































上 面 两 种 方法 ， 是 古老 的 ， 也 是 最 为 人 熟知 的 两 种 三 等 分 角 作 图 方法 。 























尼 科 米 迪 斯 的 昨 线 法 























古 希 腊 数 学 家 尼 科 米 迪 斯 ( 约 公元 前 280 一 前 210) 使 用 蚌 线 法 解决 了 三 等 分 角 问 


尼 科 米 迪 斯 发 现 的 称 为 “ 蚌 线 ”的 曲线 。 
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如 下 图 所 示 ， 取 和 定点 O 与 定 直 线 1。 通 过 点 0O 作 与 直线 1 相交 的 射线 ， 然 后 在 每 
条 这 样 的 射线 上 以 定 直线 1 为 界 向 外 截取 固定 的 长 度 ， 由 此 确定 的 动 点 轨迹 即 形 成 晨 
线 的 一 支 。 如 果 以 定 直 线 ! 为 界 向 里 截取 固定 的 长 度 ， 则 可 得 到 蚌 线 的 另 一 文 。 其 中 ， 
定点 O 称 为 蚌 线 的 极点 ， 定 直线 1 称 为 蚌 线 的 准 线 。 


































































































































































































































































































O 
设 蚌 线 定义 中 截取 的 固定 长 度 为 a( 蚌 线 定义 中 的 这 一 国定 长 度 称 为 蚌 线 的 参数 )， 
设 定点 O 到 定 直 线 1 的 距离 为 <， 那 么 根据 a 与 c 的 关系 ， 蚌 线 可 分 为 三 种 类 型 。 若 
c >a ， 昨 线 不 过 O 点 ; 若 c=a ， 昨 线 在 点 O 处 有 个 尖 儿 ; 车 c <a ， 蚌 线 穿 过 点 O 绩 


个 扣 儿 又 穿 回去 。 如 下 图 所 示 ， 每 种 类 型 都 有 两 文 。 
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下 面 就 来 看 看 如 何 利 用 这 种 曲线 三 等 分 角 。 如 下 图 所 示 ， 要 三 等 分 Z4BO ， 可 以 
巴 O 作为 定点 ， 直 线 48 作为 准 线 ，BO 之 长 为 蚌 线 的 参数 作出 蚌 线 。 然 后 以 B 为 区 


心 作 圆 , 设 此 圆 与 蚌 线 的 一 支 在 Z48B0 外 交 于 0O，00 与 准 线 交 于 点 D。 

































































































































































因为 2 在 蚌 线 上 ， 根 据 昨 线 的 定义 有 DO = BO ， 又 2 在 圆 上 有 BO = 8O ， 因 此 


有 DO=BO -BO 。 易 知 ZBDO=3 L480 
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不 难 明白 ， 这 种 用 蚌 线 三 等 分 角 的 办 法 实质 上 依据 了 阿 基 米 德 三 等 分 角 原理 ， 它 
双 阿 基 米 德 方法 中 无 法 用 尺 规 确定 的 点 ， 通 过 引入 蚌 线 确定 下 来 了 。 






































































































































































































































利用 蚌 线 还 可 以 给 出 三 等 分 角 的 男 一 种 办 法 。 如 下 图 所 示 ， 设 LB4C 为 需要 三 等 
分 的 任意 角 。 作 矩形 4DCF。 以 4 为 定点 、CD 为 准 线 、24C 为 是 线 的 参数 作出 的 蚌 


线 与 FC 延长 线 交 于 EE， 连 接 4E。 于 是 按 蚌 线 的 定义 ，EH=24C， 作 Rt 人 CEH 和 斜 边 上 


































































































的 中 线 CG ， 易 知 LBAE = 3 LB4C , 
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A 2 B 
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不 难 明白 ， 这 种 用 蚌 线 三 等 分 角 的 办 法 依据 了 骨 普 斯 方法 ， 它 把 帕 普 斯 方法 
法 用 尺 规 确定 的 点 ， 通 过 引入 蚌 线 确定 下 来 了 。 


















































































































































尼 科 米 迪 斯 不 仅 把 蚌 线 用 于 三 等 分 角 问 题 ， 而 且 还 利用 它 解答 了 倍 立 方 问题 。 此 
外 ， 尼 科 米 迪 斯 还 创制 了 蚌 线 的 机 械 作 图 器 (下 图 所 示 的 是 17 世纪 的 仿制 品 )。 后 来 ， 
这 种 曲线 在 16、17 世纪 又 引起 许多 数学 家 的 兴趣 。 
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化 图 为 方 的 历史 解答 






























































到 和 正方 形 都 是 常见 的 图 形 ， 怎 样 用 尺 规 作 一 个 正方 形 与 已 知 圆 等 面积 ?在 历史 
FE， 也 许 没 有 任何 一 个 几何 问题 像 这 个 “化 圆 为 方 ” 间 题 那样 强烈 引起 人 们 的 兴趣 。 


早 在 公元 前 5 世纪 ,就 有 许多 人 在 研究 这 个 问题 。 古 希腊 著名 折 学 家 阿 那 克 院 戈 拉 






















































































































































































( 约 公元 前 500 一 前 428 ) 就 是 其 中 著名 的 一 位 。 




































































阿 那 克 萨 戈 拉 出 身 显 贵 ， 非 常 富有 。 但 他 漠视 金钱 ， 将 继承 的 遗产 分 赠 亲 属 ， 
己 专 心 于 学 业 。 有 人 问 他 活着 的 目的 是 什么 ? 他 回答 是 为 了 研究 太阳 、 月 亮 和 天 体 。 
他 曾 主张 “太阳 是 炊 烧 的 石头 "， 根 本 不 是 什么 “阿波 罗 神 "。 后 来 ， 他 因 这 种 栾 潜 字 
明 的 观点 而 被 投入 监狱 。 为 了 打发 铁窗 岁月 ， 他 在 狱 中 画 圆 刻 方 ， 思 考 化 圆 为 方 问题 。 
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但 他 如 何 研究 化 圆 为 方 没有 留 下 任何 记录 。 









































在 公元 前 5 世纪 ， 对 这 一 问题 的 研究 已 是 如 此 善 志 ， 以 至 于 证 希腊 人 对 那些 “ 献 
身 于 化 圆 为 方 问题 ”的 人 用 一 个 专门 的 词 来 表示 。 古 希腊 著名 剧 作家 阿里 斯 多 芬 的 襄 
剧 《 乌 》( 公 元 前 414 年 上 演 ) 中 ， 有 一 位 角色 说 了 这 么 一 段 人 台词:“ 如 果 我 将 这 个 尺子 
从 上 面 放下 去 ， 再 这 样 插 进 一 个 圆规 ， 你 看 见 吗 ， 如 此 这 般 ， 我 就 化 圆 为 方 了 。” 可 见 
当时 化 圆 为 方 已 经 流行 ， 而 且 自称 能 够 解决 这 一 问题 的 人 已 成 为 被 嘲讽 的 对 象 。 但 在 
这 众多 的 探索 中 ， 也 确实 有 不 少 研究 者 给 出 了 有 价值 的 研究 成 果 。 下 面 我 们 就 介绍 其 
几 种 化 圆 为 方 问题 的 解答 。 
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希 波 克拉 底 月 形 
































在 化 圆 为 方 间 题 方面 ， 一 项 有 名 的 成 果 是 由 古 希 腊 闭 名 数学 家 希 波 克拉 底 ( 约 公 


元 前 470 一 前 410 ) 获得 日 
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希 波 克 拉 底 本 是 一 个 商人 ， 但 他 的 船 被 海 咨 动 走 ， 他 的 财产 丧失 殉 尽 。 他 的 人 生 
轨迹 因此 完全 改变 。 为 诉讼 和 查访 ， 他 来 到 了 雅典 ， 在 那里 逗留 了 很 长 时 间 。 期 间 ， 
他 常 到 学 校 听 课 ， 并 转向 几何 学 研究 ， 后 来 他 为 几何 学 的 发 展 做 出 了 重要 贡献 。 他 曾 
完成 第 一 本 几何 教科 书 ， 而 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 就 是 以 它 为 蓝本 的 。 他 还 致力 于 
“ 倍 立 方 ”与 “化 圆 为 方 ”问题 的 研究 ， 在 前 面 我 们 已 经 介绍 了 他 在 倍 立 方 问题 上 的 成 


有 
果 ， 在 化 圆 为 方 方 面 ， 他 成 功 地 将 几 种 月 形 化 方 。 下 面 我 们 就 来 看 一 下 他 在 这 方面 的 
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我 们 先 来 介绍 一 下 希 波 克拉 底 考 虑 的 第 一 种 月 形 。 如 下 面 的 左 图 所 示 ，A4BC 为 
等 腰 直 角 多。 以 48 为 直径 的 半圆 与 4C、BC 形成 两 个 弓形 (弓形 是 指 一 个 圆 内 被 
一 弦 与 所 截 弧 所 夹 的 区 域 )。 再 以 48 为 底 作 一 个 弓形 ， 并 使 弓形 的 圆 弧 与 4C、BC 都 
相 切 。 于 是 ，4B、 4C、 BC 所 含 的 圆心 角 均 为 90° 。 由 于 弧 所 含 角 相等 时 弓形 相似 ， 所 
以 以 48 为 底 所 作 的 大 弓形 与 两 个 小 弓形 相似 。 再 进一步 ， 可 以 证 明 相似 弓形 的 面积 
与 底 长 平方 成 正比 。 于 是 根据 4B? = 4C?+ BC?， 得 到 马 形 48B 的 面积 = 弓形 4C 的 鱼 
积 + 弓形 BC 的 面积 。 在 这 一 等 式 两 边 都 加 上 “弓形 48 之 上 三 角形 的 一 部 分 ”， 得 到 


个 圆 弧 所 围 月 形 4C8 的 面积 等 于 A4BC 的 面积 。 
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边 图 形 的 面积 (月 形 面 积 ) 用 直 边 图 形 面积 (直角 














EF 





这 样 ， 希 波 殉 拉 底 就 成 功 地 将 










































































形 面积 ) 表示 出 来 了 。 
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下 面 再 来 简单 看 一 下 他 所 考虑 的 第 二 种 月 形 。 如 上 面 的 右 图 所 示 ， 可 用 尺 规 画 


B B D 















































































































































个 等 腰 梯 形 4BDC， 使 其 满足 B4 = 4C = CD ， 且 下 底 BD = V348 。 梯形 的 外 接 圆 
与 B4、4C、CD 形成 3 个 弓形 。 再 以 BD 为 底 作 一 弓形 与 3 个 小 弓形 相似 。 于 是 
于 弧 所 夹 月 形 
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BD? =34B* ， 得 到 弓形 BD 的 面积 =3 个 小 弓形 


B4CD= 梯形 的 面积 。 于 是 ， 这 种 月 形 也 可 以 化 方 。 
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我 们 看 到 ， 在 第 一 种 情形 中 ， 希 波 克 拉 底 将 一 个 外 圆周 等 于 半圆 的 月 形 化 为 等 腰 
种 情形 中 ， 他 又 将 一 个 外 圆周 大 于 羊 圆 的 月 形 化 为 等 腰 梯 形 。 无 

论 是 等 腰 直 角 三 角形 还 是 等 腰 梯 形 ， 它 们 都 可 以 容易 地 化 为 与 之 等 面积 的 正方 形 ， 

上 比 希 波 克 拉 底 成 功 地 将 上 述 两 种 月 形 化 方 了 。 此 外 ， 当 外 圆周 小 于 半圆 时 ， 希 波 克 寺 


庆 也 应 用 基本 作 图 解 决 了 月 形 化 方 。 
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于 是 ， 在 外 圆周 等 于 半圆 、 外 圆周 大 于 半 
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河 ] 











、 外 圆周 小 于 半圆 这 




































































波 克 拉 底 都 成 功 地 化 月 形 为 方 。 但 他 并 没有 将 所 有 的 月 形 都 化 方 。 
有 些 月 形 是 无 法 用 尺 规 化 方 的 。 
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实 上 ， 可 以 证 明 





希 波 克 拉 底 的 成 果 朝 解决 化 圆 为 方 问 题 的 方 同 迈进 了 一 步 。 他 证 明了 一 系列 特殊 






































月 形 可 化 方 ， 但 对 于 单个 











nl 


















































的 化 圆 为 方 ， 他 最 终 未 能 解决 。 虽然 如 些 ， 这 位 在 几何 学 
上 取得 卓越 成 果 的 数学 家 仍然 矿 得 了 后 人 的 赞誉 :“ 据 说 最 和 完 有 效 地 简化 这 些 困难 作 图 





















































的 是 希 俄 斯 的 希 波 殉 拉 底 ， 他 还 化 月 形 为 方 ， 并 作出 许多 几何 学 上 的 其 他 发 现 。 说 到 










































































作 图 ， 如 果 曾 经 有 过 这 方面 的 天 才 的 话 ， 这 个 人 就 是 希 波 克 拉 底 。” 











穷竭 法 与 化 图 为 方 



































为 了 解决 化 圆 为 方 ， 知 人 学 派 的 代表 人 物 安 带 丰 ( 约 公元 前 480 一 前 411) 首创 了 







































































颇 有 价值 的 “ 穷 竟 法 "， 提 出 用 圆 内 接 正 多 边 形 有 逼近 圆 的 方法 来 化 医 





为 方 。 其 具体 想 



























































法 是 ， 画 一 个 圆 ， 并 作 一 个 内 接 正 方形 ; 将 正方 形 的 每 边 等 分 成 两 部 分 ， 从 分 点 疝 医 




















































































































的 交点 向 正方 








NN 
































边 的 端点 连 线 ， 于 是 得 到 4 个 以 线段 ( 即 正方 形 的 边 ) 为 底 的 等 腰 三 











周作 垂 线 ， 显 然 这 些 垂 线 平分 圆周 上 的 相应 弧 段 ; 接着 从 垂 线 与 圆周 
月 




















3 形 ， 整 个 内 接 的 






































图 形 现在 成 为 正八 边 形 。 以 同样 的 方法 重复 这 一 过 程 ， 于 是 可 得 到 内 


























接 正 16 边 































































































“下 


NN 


， 由 于 其 边 极 微小 ， 将 与 








32 边 形 .…… 随 着 圆 面 积 逐 渐 穷竭 ， 一 个 多 边 形 将 内 接 于 区 
司 重 合 。 













































































《几何 原本 》 中 早已 证 明 能 作出 一 个 面积 等 于 任何 已 知 多 边 形 的 正方 形 ， 那 么 注意 
到 与 圆 重合 的 多 边 形 与 圆 等 积 ， 事 实 上 我 们 就 作出 了 面积 等 于 一 个 圆 的 正方 形 。 
























































































































































这 种 推理 当然 没有 真正 解决 化 圆 为 方 问题 ， 但 这 种 有 价值 的 想法 成 为 古 希 腊 “ 穷 























































































































竭 法 ”的 始祖 。 在 安 带 丰 提 出 这 种 方法 后 ， 古 希腊 若 名 数学 家 欧 多 克 索 斯 对 其 进行 了 
改进 ， 使 其 严格 化 ,完善 、 成 熟 的 穷竭 法 成 为 古 希 腊 人 重要 而 得 力 的 证 明 方 法 ， 并 成 
为 后 世 发 现 微 积分 的 出 发 点 。 




































































中 
下 














和 实 上 ， 微 积分 正 是 基于 穷竭 法 产生 的 。 





割 圆 曲 线 与 化 圆 为 方 




















为 了 化 圆 为 方 ， 古 希腊 数学 家 狄 诺 斯 特 拉 托 斯 ( 约 公元 前 390 一 前 320 ) 还 使 用 ] 
种 具有 特殊 性 质 的 曲线 : 割 圆 曲线 。 
































































































































制 圆 曲线 是 通过 运动 的 合成 来 定义 的 。 如 下 图 所 示 ， 设 04C8B 为 正方 形 。 让 0B 
以 顺 时 针 方 向 绕 O 点 以 固定 的 角 




































































并 匀速 转动 ， 同 时 让 BC 平行 于 自身 L 
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各 5 了 WN 于 
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度 匀速 向 下 移动 ， 两 种 运动 同时 开始 并 在 同一 时 刻 到 达 04 的 位 置 。 若 用 00 和 EP 
分 别 表示 这 两 条 运动 线段 在 任 一 时 刻 的 位 置 ， 则 它们 的 交点 尸 所 形成 的 轨迹 便 是 割 区 





























































































































按 制 圆 曲线 的 定义 ， 
横 轴 、O8 为 纵 轴 到 








L400:L40B=A0:4B=PN:0B。 以 0O 为 原点 ，04 为 
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立 直 角 华 标 系 ， 设 正方 形 的 边 长 为 1， 动 点 P 了 的 坐标 为 (x, y)， 









































二 下 右 . 《40?P 了 二 _ 0 _y pT _y 
i 设 LZ40P=0， 1 所 以 Qs X tmO=*, 天 
2 
此 , x=-2 = 
tan O tan 全 









































设 曲线 与 04 的 交点 M 的 坐标 为 xo, 0) ， 利 用 极限 知识 可 得 : 











Xo =limx= lim 2 lim 
py J T y=>0 克 
| tan 3 中 






























































这 一 等 式 表 明 ， 如 果 能 作出 制 区 线 ， 则 能 作出 线段 二 。 通 过 比例 作 图 进而 获 
得 线段 > ， 而 以 线段 为 一 边 、2 为 另 边 的 矩形 可 以 化 为 等 面积 的 正方 形 ， 其 证 




























































































































































































































































































积 恰 为 单位 圆 的 面积 。 因 此 ， 借 助 制 圆 曲线 可 以 化 圆 为 方 。 事 实 上 ， 早 在 公元 前 
350 年 ， 狄 诸 斯 特 拉 托 斯 就 已 经 成 功 地 用 割 圆 曲线 完成 了 化 圆 为 方 。 不 过 ， 在 关键 
fe 1 vy rte 呈 op ~ | 上 了 [人 人 
的 OM 长 度 的 确定 上 ,他 是 用 观察 法 确定 出 其 值 为 ， 然 后 又 用 古 希 腊 人 擅长 的 严 































































































格 穷竭 法 证 明了 这 一 结 ; 


上 线 。 


因为 制 区 











线 可 用 以 化 圆 为 方 ， 所 以 它 也 被 命名 为 区 
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顺便 指出 ， 割 圆 曲 线 还 可 以 用 来 三 等 分 朋 。 如 上 图 所 示 ， 设 L400 是 要 三 等 分 的 































































































4 ，O0O 交割 圆 曲 线 于 已 ， 作 PP 上 08 。 为 了 三 等 分 Z400 ， 只 需 三 等 分 对 应 的 线段 
1 

















0E, 取 OE'= 








OE ， 然 后 作 E'P' 108 交 制 圆 曲线 于 P' ， 则 Z4OP' 即 为 所 求 的 三 等 




































































分 角 。 理 由 很 简单 ， 根 据 制 圆 曲 线 的 特殊 性 质 ，L40OP: 人 L40B = PN :0B=EO:0B 与 
































LAOP': LZ40B = BO:08 ， 于 是 LA4OP': ZL40P= BO:EO =1:3 。 显 然 用 这 种 方法 还 
可 以 轻易 地 解决 n 等 分 任意 角 问 题 ， 因 为 只 需 n 等 分 对 应 的 线段 即 事实 上 ， 正 是 
为 了 解决 三 等 分 角 问 题 ， 大 约 在 公元 前 430 年 ， 古 希腊 数学 家 希 比 亚 斯 ( 约 公元 前 460 一 


前 400 ) 首先 发 现 了 这 种 除 直 线 和 圆 以 外 的 曲线 。 
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当然 ， 虽然 能 用 制 圆 曲线 三 等 分 角 与 化 圆 为 方 ， 但 是 这 种 曲线 本 身 是 无 法 通 i 
规 作出 的 。 
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达 ， 芬 奇 做 法 
































文艺 复兴 时 期 ， 著 名 画家 达 . 芬 奇 曾 给 出 化 圆 为 方 的 一 个 简易 而 巧妙 的 方法 : 设 
已 知 贺 的 半径 为 -， 则 其 面积 为 wr* 。 作 一 底面 半径 为 ~、 高 为 了 的 圆柱 ， 将 此 圆柱 在 
平面 上 滚动 一 圈 ， 得 到 一 矩形 。 这 一 甜 形 的 长 为 底面 圆 的 周 长 2wr ， 宽 为 5 ， 其 面积 
为 2mr 本 = rw?， 愉 为 已 知 圆 的 面积 。 剩 下 的 问题 是 求 作 个 与 此 矩形 面积 相等 的 正方 
形 ， 这 是 非常 容易 做 到 的 。 这 样 就 完成 了 化 圆 为 方 。 当 然 ， 达 : 芬 奇 做 法 也 不 符合 尺 
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规 作 图 的 要 求 。 
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第 三 节 


不 可 解 的 证 明 

















几何 三 大 作 图 问题 历经 上 千年 ， 耗 费 了 无 数 数学 爱好 者 与 数学 家 的 心 
1， 却 始终 未 获 真 正 的 解决 。 为 什么 貌似 简单 的 三 大 几何 作 图 问题 一 直 不 
能 求解 ? 直到 19 世纪 ， 在 经 过 2000 多 年 后 ， 谜 底 终 于 揭 开 了 : 用 尺 规 完 
成 三 大 作 图 问题 “ 非 不 为 也 ， 是 不 能 也 ”。 换 句 话 说， 这 三 大 作 图 问题 是 尺 
规 不 能 问题 。 谜 底 是 如 何 揭 开 的 呢 ? 我 们 要 从 搭 起 几何 与 代数 之 桥 的 解析 
L 何 说 起 。 























































































































































































































解析 几何 的 建立 
































数学 最 早起 源 于 上 古 埃及 、 古 巴比伦 、 古 中 国 、 古 印度 四 大 河谷 文明 。 
从 公元 前 6 世纪 开始 ， 二 希腊 人 从 十 埃及 、 古 巴比伦 人 那里 学 习 数 学 ， 并 
对 其 进行 改造 ， 特 别 是 引入 了 证 明 的 思想 ,使 数学 的 本 质 发 生 了 改变 。 青 
出 于 蓝 的 古 希腊 成 为 当时 世界 数学 的 发 展 中 心 。 在 古 希 腊 人 手中 ,传统 几 


何 学 被 发 展 到 非常 完善 的 程度 。 但 随 着 古 希 腊 数 学 帷幕 的 落下 ， 欧 洲 数学 
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进入 一 个 漫长 的 黑暗 时 代 ， 数 学 的 中 心 重 新 转移 到 了 和 东方， 中国 、 印 度 与 阿拉 伯 成 为 
数学 活跃 的 甸 台 。 在 这 一 阶段 ， 代 数 作 为 一 门 独立 的 学 科 逐 渐 得 到 确立 。 







































































1100 年 左右 ， 贸 易 、 旅 游 、 战 争 等 因素 促成 了 东西 方 文化 的 交流 。 随 着 东方 文化 的 
传 入 ， 了 欧洲 开始 从 黑暗 时 代 觉 本 了 ， 欧 洲 数学 也 开始 复苏 ， 并 开始 逐步 进入 发 展 的 快 
行道 。 特 别 是 在 15、16 世纪 ， 西 方 数 学 首先 在 代数 方面 取得 了 重大 突破 。 一 方面 ， 代 数 方 
程 论 取 得 了 长 足 的 进展 ， 意 大 利 数 学 家 获得 了 三 次 、 四 次 方程 的 公式 解法 ; 另 一 方面 ， 
人 们 在 代数 中 引入 符号 ， 特 别 是 法 国 著名 数学 家 韦 达 完成 第 一 部 符号 代数 著作 《分 析 
术 引 论 》 为 代数 符号 体系 的 建立 做 出 了 卓越 贡献 。 在 韦 达 之 后 ， 数 学 符号 仍 被 陆续 引 
入 ， 符 号 体系 不 断 得 到 改进 和 完善 ， 最 终 形成 了 我 们 现在 所 使 用 的 简洁 、 优 美的 数学 
符号 体系 。 随 着 代数 方法 和 符号 的 充分 发 展 ， 代 数 这 一 学 科 日 趋 成 熟 ， 越 来 越 成 为 解 
决 问题 的 有 效 工 具 ， 其 威力 随 着 它 的 成 熟 日 渐 显 现 。 于 是 ， 通 过 代数 解决 几何 问题 ， 
找到 研究 曲线 的 新 途径 成 为 数学 发 展 的 趋势 。 两 位 伟大 的 法 国 数学 家 笛 卡 儿 、 费 马 都 
在 对 圆锥 曲线 的 研究 中 ， 成 功 创建 了 解析 几何 ， 并 共享 了 创建 解析 几何 带 来 的 荣誉 。 
关于 费 马 ， 我 们 会 在 后 面 章节 中 做 介绍 ， 这 里 先 来 了 解 一 下 笛 卡 儿 〈1596 一 1650 )。 
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箭 卡 儿 ，1596 年 3 月 31 日 出 生 在 法 国 一 个 古老 的 贵族 家 庭 。 自 幼年 起 ， 被 父亲 
称 为 “小 哲学 家 ”的 笛 卡 儿 就 对 世界 充满 好 奇 ， 总 想 知 道 阳 光 下 万 物 的 本 原 。 由 于 体 
弱 多 病 ， 直 到 8 岁 ， 笛 卡 儿 才 被 送 进 一 所 欧洲 著名 的 耶稣 会 学 校 接 受 正规 教育 。 得 到 
校方 的 允许 后 ， 笛 卡 儿 被 特许 每 天 在 床上 多 睡 些 时 间 。 由 此 ， 他 养 成 了 早晨 沉思 的 习 
惯 。 中 年 时 回顾 自己 这 段 学 生生 活 ， 第 卡 儿 认为 “那些 在 寂静 的 竖 思 中 度 过 的 漫长 
安静 的 早晨 ， 是 我 的 哲学 和 数学 思想 的 真正 源泉 ”。 
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1616 年 ， 笛 卡 儿 被 授予 法 学 博士 学 位 。 此 后 不 久 ， 他 开始 到 社会 上 去 阅读 “世界 
这 本 大 书 ”。1617 年 5 月 ， 笛 卡 儿 选择 了 参军 。 在 度 过 几 年 军队 生活 后 ，1621 年 他 离 
军队 ， 随 后 到 丹麦 、 荷 兰 、 瑞 十、 意大利 等 地 游历 。1625 年 他 回 到 巴黎 ， 与 梅森 、 
笛 沙 格 等 共同 研究 数学 ， 同 时 进行 其 他 方面 的 探索 。 从 1628 年 到 1649 年 ， 笛 卡 儿 定 
居 和 荷兰， 并 将 自己 的 思想 加 以 总 结 ， 洪 心 著述 ， 完 成 了 他 所 有 的 主要 著作 。 










































































































































































































































































笛 卡 儿 一 生 涉 猎 极 广 。 他 最 有 具 影响 的 方面 是 哲学 与 数学 。 在 哲学 上 ， 黑 格 尔 曾 称 
他 为 “现代 哲学 之 父 ”。 在 数学 上 ， 他 贡献 很 多 ， 比 如 他 对 符号 系统 改革 做 出 的 重大 贡 
献 ， 其 中 一 项 是 用 字母 表 中 开头 几 个 字母 a、b、c 等 来 表示 已 知 数 ， 用 末尾 几 个 字母 
Xx、y、z 等 表示 未 知 数 。 他 最 重要 的 发 现 是 创建 解析 几何 这 一 影响 深远 的 数学 研究 领 
域 。 正 如 许多 伟大 发 现 常会 伴随 美妙 的 传说 一 样 ， 关 于 笛 卡 儿 创立 解析 几何 的 灵感 也 
则 带 有 神秘 色彩 的 佳话 。 



































































































































































































































































































































1619 年 冬天 ， 笛 卡 儿 随军 队 驻 扎 在 多 瑞 河 畔 的 一 个 村 庄 。11 月 10 日 ， 圣 马丁 之 
夜 。 在 一 场 庆祝 圣 马 丁 节 的 盛宴 之 后 ， 笛 卡 儿 连续 作 了 三 个 奇特 的 梦 。 他 先是 梦 到 上 
己 被 风暴 从 安全 居所 席卷 到 风力 无 法 摇 撼 的 地 方 。 在 随 
着 凶猛 的 风暴 ， 并 意识 到 自己 一 旦 看 出 风暴 是 怎么 一 回 事 ， 风 暴 就 不 能 伤害 到 他 了 。 
的 他 忽然 获得 一 种 顿悟， 似乎 梦境 向 他 揭示 了 一 把 可 以 打开 大 自然 宝库 的 魔王 ， 
使 他 能 够 掌握 所 有 科学 的 真正 基础 。 梦 境 再 转 时 ， 梦 涌 起 奥 索 尼 厄 斯 的 诗句 ，: 
“我 将 遵循 什么 样 的 生活 道路 ?" 
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笛 卡 儿 后 来 说 正 是 这 三 个 梦 向 他 揭示 了 “一 门 奇 特 的 科学 ”和 “一 项 惊人 的 发 
















































































































































































































































































现 ”"， 虽然 他 从 未 明说 过 这 门 奇 特 的 科学 和 这 项 惊人 的 发 现 是 什么 但 人 们 通常 推测 他 
在 梦境 中 所 获得 的 那 把 能 打开 大 自然 宝库 的 魔 是 就 是 解析 几何 。 即 便 接 受 这 种 推测 ， 
我 们 仍然 可 以 确信 笛 卡 儿 在 梦境 中 获得 的 至 多 只 是 一 种 启示 ， 而 要 真正 把 握 住 这 把 魔 
是 ， 他 还 需要 付出 更 多 的 探索 与 努力 。 而 人 类 的 智 癌 库 中 添加 上 这 把 魔 是 还 需要 再 等 
































































































































1637 年 6 月 8 日 ， 笛 卡 儿 出 版 《更 好 地 指导 推理 和 寻求 科学 真理 的 方法 论 》( 简 
称 《方法 论 》) 一 书 ， 作 为 他 提出 的 一 般 方法 论 的 应 用 ， 他 在 书后 加 有 三 个 附录 。 在 作 
为 附录 之 一 出 现 的 “几何 学 ”中 ， 币 卡 儿 阐述 了 他 的 解析 几何 思想 。《 方 法 论 》 出 版 的 
这 一 天 也 就 成 为 解析 几何 诞生 的 日 子 。 






























































































































































解析 几何 的 创建 “构成 了 人 类 在 精确 科学 的 进步 上 曾 迈 出 的 最 伟大 一 步 "， 它 使 数 
学 的 面貌 焕然 一 新 ， 成 为 数学 发 展 中 具有 深远 意义 的 大 事 。 它 的 建立 跨 出 了 从 常量 数 
学 到 变量 数学 的 第 一 步 ; 它 直 接 促成 了 微 积分 的 诞生 ; 它 把 以 前 被 人 为 割裂 的 代数 与 
几何 、 数 与 形 都 重新 条 合 在 一 起 。 它 的 出 现 使 数学 领域 内 的 代数 、 几 何 这 两 个 不 同学 
科 互 相 渗透 ， 从 而 为 数学 提供 了 一 个 双 面 的 工具 。 几 何 概 念 可 用 代数 表示 ， 儿 何 的 目 
标 可 通过 代数 达到 。 反 过 来 ， 人 们 给 代数 语言 以 几何 的 解释 ， 就 可 以 直观 地 掌握 那些 


语言 的 意义 ， 又 可 以 得 到 启发 去 提出 新 的 结论 。 



































































































































































































































































































































对 此 有 深刻 领悟 的 笛 卡 儿 在 仅 117 页 的 篇 幅 中 ， 清 楚 证 明了 几何 问题 可 以 归结 为 
尺 数 形式 的 问题 ， 因 此 在 求解 时 可 以 运用 代数 的 全 部 方法 。 作 为 这 种 新 思想 的 应 用 ， 



























































































































































笛 卡 儿 在 题 为 “关于 只 用 贺 和 直线 的 作 图 可 能 问题 ”的 一 卷 中 就 把 几何 问题 化 成 代数 
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问题 ， 





出 了 几何 问题 的 统一 作 图 法 。 因 此 ， 对 于 本 章 要 探讨 的 主题 而 言 ， 解 析 几 何 
的 重要 性 在 于 为 三 大 几何 问题 的 研究 开辟 了 一 条 新 的 道路 。 






























































尺 规 的 能 力 




















可 的 创立 ， 使 几何 问题 转化 为 代数 问题 成 为 可 能 。 借 助 解析 几何 思想 ， 人 
问题 转化 为 对 应 的 代数 问题 。 
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们 可 以 把 作 
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正如 我 们 已 经 介绍 的 ， 尺 规 作 图 就 是 在 已 知 的 一 些 初 等 平面 几何 图 形 (点 、 直 线 、 
到 ) 的 基础 上 ， 利 用 直 尺 和 圆规 ， 遵 循 作 图 公法 ， 作 出 新 的 图 形 。 做 进一步 分 析 : 直线 
其 上 两 点 决定 ， 两 点 只 要 确定 了 ， 按 照 作 图 公法 1°* ， 则 这 条 直线 可 以 作出 ; 而 区 
和 半径 决定 ,或 者 说 由 圆心 和 圆 上 一 点 决定 ， 只 要 它们 确定 了 ， 按 照 作 图 公法 2* ， 则 
到 可 以 作出 。 因 此 ， 直 线 与 圆 的 作 图 归结 为 点 的 确定 。 如 果 我 们 在 平面 上 引入 直角 华 
标 系 ， 即 指定 原点 和 坐标 轴 ， 并 指定 单位 长 度 ， 那 么 因为 直线 、 圆 归结 为 点 ， 点 又 归 
结 为 坐标 ( 即 实数 )， 这 样 作 图 问题 就 转化 为 ， 已 知 一 些 实数 ， 在 此 基础 上 用 尺 规 作 图 
得 到 所 求 的 实数 。 由 于 数 与 线段 (长 ) 的 对 应 ， 作 图 问题 也 可 以 表述 为 ， 给 定 某 些 线 
段 ， 求 作 一 个 或 多 个 其 他 线段 。 




































































































































































= 
到 
(3 






































































































































































































































































































































































































































































































































于 是 ， 任 何 几 何 作 图 可 归结 为 一 个 代数 问题 : 首先 ， 我 们 需要 找 出 所 求 的 量 和 给 
定 的 量 之 间 的 关系 (方程 ) 然后 ， 解 方程 求 未 知 量 ; 最 后 需要 确定 
的 代数 过 程 能 否 得 到 这 个 问题 的 解 。 
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下 面 我 们 以 三 等 分 角 间 题 为 例 说 明 一 下 这 种 由 几何 作 图 到 代数 问题 的 转化 。 



















































































如 下 页 图 所 示 ， 我 们 打算 三 等 分 Z40D 。 以 0 为 圆心 作 单 位 圆 ， 它 与 角 的 两 边 


相交 于 4、D, 则 Oo4=OD=1。 设 L40D 的 两 条 三 等 分 角 线 与 弧 4D 相交 于 B、C,， 显 
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然 ， 角 的 三 等 分 间 题 等 价 于 、C 的 确定 问题 。 当 然 , B、C 两 点 只 要 确定 一 个 ， 另 


个 也 就 可 以 确定 下 来 。 现 在 我 们 考虑 点 B 是否 可 以 找到 。 



























































RY a LY 

















分 别 过 D、B 作 04 的 垂 线 ， 它 们 与 04 相交 于 M、N， 














确定 点 X 的 问题 。 

















F 是 找 B 点 的 问题 转化 为 


设 ZL40D=306， 则 L240B=3L40D =0， 于 是 OM =cos30, ON =cos0@6。 人 40D 












































er 

















知 的 量 OM (a ), 求 未 知 的 量 ON (x )。 











已 知 ， 则 OM 已 知 ， 不妨 设 OM 为 a。 而 用 尺 规 确定 点 N， 只 要 作出 线段 ON ， 或 于 











说 




















外 定 线 段 ON 的 长 。 不 妨 设 ON 为 x。 这 样 ， 三 等 
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~ 步 则 是 建立 两 F 


以 
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辣 的 关系 (方程 ) 由 三 倍 
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可 得 a = 4x’; 一 3x ， 即 4z -3x-a=0。 



























































了 多 大 的 和 外 








代数 角度 考察 一 下 直 尺 与 圆规 究 责 







































































为 了 确定 通过 用 尺 规 来 作 图 的 代数 过 程 能 否 得 








ER 
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孩 公 式 cos30 = 4cos 0-3cosO， 


E 从 











首先 ， 我 们 来 看 初等 几何 作 图 的 一 些 最 简单 的 代数 运算 。 如 下 页 
两 个 长 为 和 记 的 线段 ， 可 作出 a+p、a-p、opb、 














































































































这 些 有 理 运 算 能 用 几何 作 图 来 实现 。 连 续 应 用 这 种 简单 
0 b, c,，… 的 任意 给 定 线段 出 发 ， 作 出 用 a, 5, c，… 的 在 























作 图 的 能 力 还 不 限于 此 ， 它 还 能 作出 平方 根 。 如 
出 Va 。 连 续 应 用 这 种 简单 作 图 ， 还 可 作出 sa, gu, …。 当 
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的 所 有 数 都 可 以 用 尺 规 作出 。 




































































图 所 示 ， 奇 给 定 
训 的 加 减 乘 除 
度 为 实数 


尺 规 
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进行 任意 有 限 次 组 合 。 于 是 ， 由 已 知 数 a, b, c, … 有 限 次 加 减 乘除 及 
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C 
O N 
a 1 
对 以 上 结论 ， 我 们 下 面 以 一 种 简单 的 情况 为 例 再 说 明 一 下 。 
假定 最 初 只 给 定单 位 长 度 1， 通 过 加 减 乘 除 这 四 种 有 理 运算 可 以 得 到 所 有 有 理 
数 。 利 用 尺 规 ， 还 能 作出 新 的 无 理 数 ， 比 如 说 V2 。 在 作出 V2 后 ， 又 可 进而 作出 所 
有 形 如 a+bV7 ( a,b 是 有 理 数 ) 的 数 。 这 一 过 程 可 反复 进行 有 限 次 。 因 此 ， 只 要 有 
理 数 经 过 有 限 次 “加 减 乘除 开平 方 ”五 种 运算 得 出 的 数 ， 都 可 以 用 尺 规 作出 。 这 样 的 
数 (线段 ) 也 称 为 “可 构造 数 ”或 “可 作 图 量 "。 比 如 ， 单 位 圆 的 内 接 正 五 边 形 的 边 
长 5V0+2A5 定 可 以 用 尺 规 作出 ， 这 也 意味 着 ， 用 尺 规 作 圆 的 内 接 正 五 边 形 是 可 














如 果 考 


给 定数 (线段 ) 经 过 








虑 从 长 






































如 果 


给 定 的 数 1 

















上 一 章 介 


Qs b, Vs 


的 数 1, a， 





























发 ,加 入 “ 


























民力 在 此 基础 上 ， 





还 可 


绍 过 的 “ 雪 


出 发 , L 


b, c,… 构 


度 为 实数 a, b, c, … 
十 有限 次 “加 诚 乘除 























”的 概念 ， 我 们 可 以 换 一 种 广 
“加 减 乘 除 ” 得 到 的 所 有 量 构 成 了 


成 的 (特别 ] 








平方 ”运算 得 








的 任意 给 定 线段 出 发 ， 则 结论 基本 类 似 : 


出 的 数 (线段 )， 都 可 以 用 
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方式 表述 这 
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口 人 六 ， 
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或 FF， 这 个 

















地 ， 如 果 给 定数 只 有 


到 有 理 数 域 O )。 
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卖 扩充 ， 

















可 以 得 至 





I 五 的 一 阶 二 次 扩 








得 出 F 的 二 阶 二 次 扩 霹 


mt 











的 所 有 数 ( 线 














即 五 的 4 次 扩 域 )、 


丸 \\ 涝 


言 忆 
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三 阶 二 次 扩 域 ( 即 已 的 8 次 扩 域 ) 下 的 n 阶 二 次 扩 域 ( 即 F 的 2" 次 扩 域 ) 中 的 所 有 
数 (线段 )。 正 及 下 的 这 一 系列 扩 域 中 的 数 (线段 ) 都 是 尺 规 可 作 的 。 







































































至 此 ， 我 们 清楚 了 尺 规 作 图 能 做 什么 。 下 面 我 们 要 探讨 的 是 ， 尺 规 作 图 能 做 的 是 
否 仪 限于 此 。 
































如 我 们 所 知 ， 尺 规 作 图 的 过 程 无 非 是 从 一 些 已 知 点 ( 数 ) 出 发 来 求 一 些 新 的 点 
( 数 )。 而 根据 作 图 公设 3* ， 这 些 新 的 点 只 能 通过 求 直线 和 直线 、 直 线 和 圆 、 圆 和 圆 的 


交点 来 得 到 。 在 建立 直角 坐标 系 后 ， 直 线 和 圆 的 一 般 方程 可 分 别 表 示 为 4x+By+C=0 


























































































































































































































与 + 上 +Dx+By+ 玉 =0， 方程 中 的 系数 自然 属于 由 已 知 数 构成 的 数 域 。 另 外 需要 
说 明 的 是 ， 在 尺 规 作 图 的 过 程 中 ， 经 常会 出 现 “任意 ”的 元 素 ， 如 任 取 一 点 、 画 任意 










































































条 直线 、 画 任意 一 个 圆 ， 在 这 种 情况 下 ， 因 为 元 素 是 任意 的 ， 我 们 自然 可 以 选取 属 
于 由 已 知 数 构成 的 数 域 忆 的 数 (如 点 的 坐标 、 直 线 或 圆 的 方程 的 系数 )。 下面 考 虑 几 种 


交点 的 情况 。 
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先 考虑 两 直线 的 交点 ， 其 坐标 由 下 列 方程 组 确定 : 















































Ax+By+C =0 
Ax+B,y+C,=0 




















容易 知道 » 交点 坐标 可 系数 经 过 有 限 次 的 加 减 乘除 求 得 。 因此 ， 在 这 种 情况 下 ， 
得 到 的 数 一 定 不 超出 数 域 王 的 范围 。 

















































































































再 考虑 直线 与 圆 的 交点 ， 其 坐标 由 下 列 方程 组 确定 : 




















河 ] 




















Ax+By+C=0 
x +y +Dx+Ey+F=0 























由 代数 知识 可 知 ， 这 一 方程 组 的 解 可 以 由 直线 或 圆 方程 中 的 系数 经 过 有 限 次 的 加 
减 乘除 和 开平 方 求 得 。 因 此 ， 在 这 种 情况 下 ， 得 到 的 华 标 ( 数 ) 一 定 不 超出 数 域 斑 的 某 


阶 三 次 扩 域 。 




































































































































































最 后 考虑 两 圆 的 交点 ， 其 坐标 由 下 列 方程 组 确定 : 























pan 














x 5 Dx+Ey+F=0 
x +y +D,x+E,y+h,=0 




















这 一 方程 组 等 价 于 解 方程 组 


-Ud 


(Di -DO)x+(B -EbE)y+(F -FH)=0 
x +y +Dx+E,y+h=0 








与 上 一 种 情况 相同 ， 这 一 方程 组 的 解 可 以 由 系数 经 过 有 限 次 的 加 减 乘除 和 开平 方 
求 得 ， 得 到 的 坐标 ( 数 ) 一 定 不 超出 数 域 下 的 某 阶 二 次 扩 域 。 

























































































综合 以 上 的 讨论 ， 我 们 看 到 ， 如 果菜 一 数 (线段 ) 可 以 由 已 知 的 数 (线段 ) 经 有 限 
次 的 加 减 乘除 及 开平 方 后 得 出 ， 则 此 数 (线段 ) 一 定 可 以 用 圆规 及 直 尺 作出 来 。 而 尺 规 
的 本 领 也 仅 限于 此 。 用 “ 域 ” 的 概念 表述 ， 即 尺 规 可 作出 由 已 知 数 构成 的 域 及 此 域 的 


2 次 、4 次 、8 次 …… 扩 张 域 中 的 数 。 













































































































































































I 























也 就 是 说 ， 尺 规 作 图 的 本 领 有 限 ， 其 能 耐 仪 此 而 已 。 由 此 ,我 们 也 有 了 一 个 判定 
某 作 图 问题 是 尺 规 作 图 可 能 问题 还 是 尺 规 作 图 不 能 问题 的 准则 ， 即 某 几 何 作 图 所 求 数 
(线段 ) 当 且 仪 当 可 由 已 知 数 (线段 ) 经 有 限 次 四 则 运算 及 开平 方 运算 得 出 ， 或 者 说 所 
求 数 是 已 知 数 构 成 的 域 及 某 阶 二 次 扩 域 中 的 数 时 ， 可 用 尺 规 作 图 。 反 之 ， 如 果 某 几何 
作 图 所 求 数 (线段 ) 不 能 从 已 给 数 (线段 ) 经 有 限 次 四 则 运算 及 开平 方 运算 得 出 ,或 者 
所 求 数 不 是 已 知 数 构 成 的 域 及 某 阶 二 次 扩 域 中 的 数 ， 则 此 作 图 是 尺 规 作 图 不 能 问题 。 



































































































































































































































































































































































































































有 了 这 一 判定 准则 后 ， 我 们 可 以 去 解释 2000 多 年 以 来 人 们 一 直 未 能 用 尺 规 完成 三 
大 问题 的 原因 了 。 
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和 了 上 面 的 准 铭 















































三 大 问题 


员 乓 解决 


























后 ， 我 们 先 来 研究 
一 个 代数 方程 求解 问题 








下 倍 立方 问题 。 首 先 ， 倍 立方 问题 可 转化 为 





































































































































































































































































































































































































































































































































































































设 已 知 立 方 体 的 棱 长 为 a ， 倍 立方 问题 就 是 要 作出 新 立方 体 ， 其 棱 长 为 x ， 使 得 
妇 =24 ， 即 要 求 作出 x=32a 。 因 为 只 要 能 作出 总 ， 即 可 利用 尺 规 容易 地 作出 2a ， 
因此 售 立 方 问题 可 简化 为 考察 x= 2 或 者 说 方程 -2=0 的 实 解 x 是 否 可 用 尺 规 作出 。 
从 直觉 上 看 ， 由 有 理 数 域 9 出 发 ， 经 过 有 限 次 开平 方 运算 ,不 可 能 得 出 立方 根 间 2 。 
但 要 证 明 这 一 点 并 不 容易 。 下 面 我 们 用 反 证 法 。 假 定 x 可 用 尺 规 作 出 ， 并 打算 由 此 假 
E 推 出 矛盾 。 

根据 上 面 已 经 介绍 到 的 ， 如 果 x 能 用 尺 规 作 出 ， 那 么 x 必 属 于 有 理 数 域 2 或 O 的 
某 扩 域 ， 这 个 扩 域 由 0 经 有 限 次 加 法 运算 及 开平 方 得 出 。 就 我 们 要 探讨 的 这 一 问题 而 
言 ， 因 为 总 不 是 有 理 数 ， 因 此 x 必 属 于 有 理 数 域 9 的 某 一 扩 域 hh， 显然 我 们 可 以 使 
为 包含 x 的 最 小 扩 域 。 这 意味 着 ，x 可 表示 成 w+pVd 的 形式 ， 其 中 a, b, d e hh,， 











但 Vd ¢gF。 











下 一 步 我 们 要 说 


x 一 2=0 的 一 个 根 ， 


我 们 把 x 

















~ 3ab+pid 



































明 的 是 ， 若 x =a+pwWd 是 x 
此 根 为 实数 解 。 








VI -+3ab"d -2 


=atbVd 代入 方程 如 -2=0 中 ， 得 


2=0 的 

















， 得 (a’+3ab’d -2)+Vd(3a’b+bid)=0。 
， 于 是 Vd eh 与 已 知 Vd gh 矛盾 。 












































比 马 上 又 可 得 出 a +3ab*4 -2=0。 于 是 又 有 (a@ 











到 (gc+bw/d) -2=0。 展 
如 果 3a’b+bid 冯 0， 
所 以 3ab+bid =0， 


+3ab’d -2)-Vd(3abp+pd)=0， 即 





个 根 ， 那 么 a-bVd 也 是 








那么 可 推出 
































(a-bVd》” -2=0。 这 说 明 a-pwVd 也 是 妇 -2=0 的 一 个 根 。 















































根据 图 像 可 知 ，y=x -2 与 x 轴 只 有 一 个 交点 ， 即 x -2=0 只 有 一 个 实数 解 。 而 
现在 我 们 得 到 了 a+DbVd 与 a-bVd 都 是 方程 x -2=0 的 实 解 ， 于 是 矛盾 。 这 说 明 我 们 
最 初 的 假定 错误 ， 因 此 ，x 不 属于 有 理 数 域 2 的 任 一 扩 域 。 这 表明 用 尺 规 无 法 完成 倍 


立方 问题 。 















































































































































上 述 证 明 思 路 还 可 以 用 来 证 明 一 个 关于 三 次 方程 的 一 般 结论 : 有 理 系数 的 三 次 方 
程 x +bx +cx+4d=0 如 果 没 有 有 理 根 ， 那 么 它 的 每 一 个 根 者 不 能 用 尺 规 作 出 。 




















































































































万 然 用 反 证 法 。 假 设 这 样 的 方程 有 根 可 用 尺 规 作 出 ， 则 这 根 必 属于 某 个 域 肥 〈( 显 
然 可 以 使 及 为 包含 x 的 最 小 的 扩 域 )， 这 里 丰 >1, 有 =0。 于 是 这 根 可 写成 g+hVa 的 形 
式 ， 其 中 g, he ,Va gg 。 下 一 步 与 上 面 的 方法 类 似 ,通过 将 g +hVa 代入 方程 ， 展 
虑 不 含 Va 的 “有 理 部 分 ”与 含 Va 的 “无 理 部 分 ”。 最 终 推 得 g -hva 也 是 此 方程 
的 根 。 这 样 ， 根 据 韦 达 定理 ， 此 方程 的 第 三 个 根 x"+ (g+hVa) + (ghVa) = -b， 于 是 


Xx"=-b-2g e 耻 ,| ， 这 与 及 为 包含 x 的 最 小 扩 域 矛盾。 于 是 假设 错误 ,命题 得 证 。 
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有 了 这 个 一 般 结论 后 ， 我 们 再 来 看 一 下 三 等 分 角 问 题 。 





















































在 上 面 的 介绍 中 ， 我 们 已 经 提 到 三 等 分 角 问题 可 以 月 结 为 考察 方程 4 -3x -a =0。 给 
定 的 已 知 角 不 同 ， 则 已 知 数 x 不 同 。 比 如 ， 给 定 的 已 知 角 为 90" ， 则 a =0 ， 于 是 上 述 
方程 转化 为 42 -3x=0， 可 解 得 正 根 x= 沁 ， 这 是 尺 规 可 作 量 ， 因 此 直角 能 用 尺 规 三 
等 分 。 这 一 特例 表明 ， 有 些 角度 是 可 以 用 尺 规 三 等 分 的 。 现 在 ， 我 们 来 看 另 一 个 特例 ， 
即 取 已 知 角 为 6。， 则 ua = 二 ， 于 是 上 述 方 程 化 为 4x?-3x -了 =0， 1 


那么 此 方程 的 解 是 否 为 尺 规 可 作 呢 ? 
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企 方 程 理 论 中 ， 有 这 样 一 条 结论 : 如 果 一 个 多 项 式 方程 ax" +ax +…+a, + =0 

AR a 、 Le Ye 、 入 ww 
9 理 根 pe 则 a 一 定 是 方程 中 常数 项 a, 的 因子 ，5 一 定 是 方程 中 最 高 次 项 系数 a 的 

了 jw es 1 1 1 
妹子 。 应 用 这 一 结果 ，8x; -6x-1=0 车 有 有 理 根 ， 也 只 可 能 是 +1,， + 二 , + 一 , + ， 把 
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它们 一 一 代入 方程 ， 发 现 都 不 成 立 。 因 此 ，8x -6x-1=0 没 有 有 理 根 。 再 根据 上 面 已 
经 证 明 的 关于 三 次 方程 的 结论 ， 即 可 得 出 此 方程 确定 的 解 不 能 用 尺 规 作出 。 这 说 明 ， 


无 法 用 尺 规 三 等 分 60° 角 。 这 一 特例 表明 ， 用 尺 规 三 等 分 任意 角 是 不 可 能 的 。 
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此 ， 我 们 给 出 了 倍 立 方 问题 与 三 等 分 角 问 题 的 最 终 答 案 : 它们 都 是 尺 规 不 能 问 
题 。 问 题 通过 否定 的 方式 获得 了 解决 。 通 过 上 述 介绍 ， 我 们 还 可 注意 到 ， 这 两 个 问题 
的 解决 除了 要 借助 由 解析 几何 知识 得 到 的 可 否 尺 规 作 图 的 判定 准则 之 外 ， 还 要 应 用 方 
论 知识 及 域 论 的 思想 。 正 因此 ， 这 两 大 问题 的 最 终 解 决 ， 在 解析 几何 诞生 之 后 还 要 
等 待 整整 两 个 世纪 。1837 年 ， 法 国 数学 家 旺 策 尔 (1814 一 1848 ) 研究 阿 贝尔 定理 的 化 
简 时 ， 在 代数 方程 论 的 基础 上 首先 严格 证 明了 倍 立 方 和 三 等 分 任意 角 这 两 个 问题 不 能 


j 尺 规 作 图 完成 。 
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`\ 面 我 们 再 来 说 明 一 下 化 圆 为 方 问题 是 尺 规 作 图 不 能 问题 。 为 此 ， 我 们 需要 先 引 
入 代数 数 的 定义 。 



































如 果 一 个 数 满足 下 面 的 代数 方程 wz +ax +…+a, Xx+a, =0， 其 中 方程 中 的 系 
数 都 是 整数 ， 那 么 这 个 数 叫 作 代数 数 。 如 果 它 又 是 实数 ， 则 称 为 实 代 数 数 。 不 是 代数 
数 的 数 叫 作 超越 数 。 对 代数 数 还 有 进一步 的 定义 : 若 x 满 足 的 最 低 的 代数 方程 的 次 次 
是 a ， 则 x 叫 作 次 代数 数 。 根 据 这 种 定义 ， 可 以 知道 有 理 数 都 是 一 次 代数 数 。 V2 是 
代数 数 ， 并 且 是 2 次 代数 数 ， 因 为 它 满足 的 最 低 次 代数 方程 是 站 -2=0。 再 如 ， 沪 
是 代数 数 ， 并 且 是 一 个 3 次 代数 数 ， 因 为 它 满足 的 最 低 次 代数 方程 是 x -2=0。 





































































































人 1 





2 













































































































































































关于 尺 规 可 作 的 数 ， 如 果 用 代数 数 的 语言 表述 ， 则 有 如 下 结论 : 尺 规 可 作 的 数 仅 
限于 一 次 代数 数 、2 次 代数 数 、4 次 代数 数 …… 2" 次 代数 数 ， 除 此 之 外 的 数 都 不 能 通 
过 尺 规 作出 。 再 举 一 个 例子 说 明 一 下 ， 比 如 x= V2+V3+V2 ， 它 满足 一 个 整 系数 的 加 


次 方程 : 
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x +2-2V2x =3+V2 

















下 

















即 x? -1=V2(2x+1) ， 两 端 再 平方 得 (x? 一 1)* = 2(2x+1D? ， 显 然 这 是 一 个 整 系数 的 四 次 





















































方程 。 这 表明 ，x = V2 +V3+w2 是 一 个 4 次 代数 数 ， 因 此 它 是 尺 规 可 作 的 。 
显然 ， 尺 规 可 作 的 数 只 是 代数 数 中 很 小 的 一 部 分 。 这 也 意味 着 ， 如 果 一 个 数 根本 
不 是 代数 数 ， 那 么 它 一 定 是 无 法 用 尺 规 作出 的 。 由 此 ， 我 们 可 以 去 看 一 下 化 圆 为 方 问 


































































































首先 ， 化 圆 为 方 问题 可 转化 为 一 个 代数 方程 求解 问题 。 假 设 已 知 圆 的 半径 为 x， 
求 作 的 正方 形 的 边 长 为 x。 按 条 件 ， 应 有 x=nr?， 即 x=Vrr。 只 要 能 作出 x， 即 可 
利用 尺 规 容易 地 作出 Vx ， 进 而 利用 尺 规 容易 地 作出 Vrr ， 因 此 化 圆 为 方 问题 可 简化 为 


搬 察 在 给 定单 位 长 度 1 后 ，x 是 否 可 作 。 








































































































































































































1761 年 ， 数 学 家 兰 伯 特 证 明 x 是 无 理 数 。 但 这 一 结论 仍 无 法 确定 x 是 否 尺 规避 
作 。 有 数学 家 进而 猜测 x 不 可 能 是 代数 数 ， 它 既然 连 代 数 数 都 不 是 ， 就 更 不 是 2 次 或 
2 次 代数 数 。 但 证 明 x 是 超越 数 是 非常 困难 的 。1873 年 ， 法 国 数学 家 埃 尔 米 特 第 一 
次 证 明了 一 个 数学 中 的 常见 数 e 是 超越 数 ， 证 明 过 程 很 不 简单 。 这 一 次 成 功 ， 使 得 许 
多 人 打算 用 埃 尔 米 特 的 方法 去 证 明 圆周 率 x 的 超越 性 。 埃 尔 米 特 听 到 这 事后 说 :“ 我 可 
以 不 再 冒险 去 尝试 证 明 x 的 超越 性 。 假 如 别人 打算 干 ， 我 会 比 别人 更 高 兴 看 到 他 们 取 
得 成 功 。 但 是 ， 相 信 我 ， 取 得 成 功 绝 不 是 轻而易举 的 
































































































































































































































































































































| 四 
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中 
































然而 ， 事 情 的 发 展 出 人 意料 ，1882 年 德国 数学 家 林 德 曼 基 本 上 用 埃 尔 米 特 的 方法 
证 明了 r 是 超越 数 。 为 此 ， 林 德 曼 被 人 们 称 为 “x 的 战胜 者 ”"。 这 一 结果 同时 使 得 化 
司 为 方 问 题 获 得 了 圆满 解决 。 结 论 是 ， 用 尺 规 解决 化 圆 为 方 问题 也 是 不 可 能 的 ! 林 德 
曼 等 人 的 研究 还 开拓 了 一 个 研究 超越 数 的 理论 。 这 一 新 的 数学 领域 叫 作 超越 数论 ， 它 
构成 了 数论 的 一 个 分 支 。 
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历时 2000 多 年 的 几何 三 大 问题 最 终 被 人 类 征服 了 。1895 年 ， 德 国 数学 家 克 莱 因 
在 总 结 前 人 研究 成 果 的 基础 上 ， 在 德国 数理 教学 改进 社 开 会 时 宣读 了 一 篇 论文 。 论 文 
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中 他 又 给 出 几何 三 大 问题 不 可 能 用 尺 规 作 图 的 简单 明晰 的 证 法 ， 从 而 使 2000 多 年 以 来 
未 解决 的 疑问 告 一 段落 。 
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前 面 我 们 大 致 介绍 了 几何 三 大 问题 由 提出 到 解决 的 历史 ， 在 离开 这 一 站 之 前 ， 让 
我 们 稍 作 逗留 ， 回 顾 一 下 这 一 段 行程 并 做 几 点 思考 。 














































































































三 大 作 图 问题 自 公 元 前 5 世纪 由 智 人 学 派 提 出 之 后 ， 在 2000 多 年 的 时 间 里 ， 以 其 
历久 不 衰 的 魅力 吸引 了 无 数 人 的 注意 与 研究 ， 其 中 包括 一 代 又 一 代 最 为 优秀 的 数学 家 。 
这 三 大 问题 的 妙 处 在 于 它们 看 上 去 非常 简单 ， 但 由 于 限制 作 图 工具 只 能 用 尺 规 ， 这 些 
问题 变 得 难以 解雇 并 更 富 挑 成 性 。 在 问题 提出 后 ， 人 们 最 初 干 方 百 计 寻 求 问题 的 正 画 
解答 。 沿 着 这 一 方向 辛勤 努力 的 结果 是 ， 大 量 不 限 尺 规 的 解答 被 提出 。 除 我 们 在 本 书 
中 介绍 的 做 法 外 ， 还 有 众多 的 解法 我 们 没有 提 到 。 比 如 ， 单 是 古 希 腊 学 者 就 留 下 了 售 
立方 问题 的 12 种 解答 ， 其 中 较 有 名 的 是 : 十 希腊 数学 家 阿尔 希 塔 斯 ( 约 公元 前 428 一 
前 347) 用 了 一 种 十 分 漂亮 且 技 巧 性 很 强 的 方法 ; 古 和 希腊 数学 家 狄 奥 克 勒 斯 约 在 公元 
前 2 世纪 末 用 自己 发 现 的 可 时 线 解决 了 倍 立 方 问题 。 再 比如 ， 三 等 分 角 问 题 有 由 普 斯 
的 双 曲 线 解 法 、 阿 基 米 德 螺 线 解 法 、 笛 卡 儿 做 法 、 由 斯 卡 蜗 线 做 法 、 牛 顿 做 法 等 。 化 
于 为 方 问题 有 阿 基 米 德 螺 线 解法 等 。 然 而 ， 所 有 这 些 历史 解答 都 因 无 法 严格 遵守 尺 规 
秆 图 的 限制 ， 而 未 能 真正 解决 三 大 作 图 问题 。 为 什么 如 此 多 的 努力 都 以 失败 而 告终 ? 
是 所 有 这 些 研 究 者 缺乏 足够 的 耐心 和 聪明 才智 还 是 问题 本 身 不 可 解 ? 什么 样 的 图 
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形 可 以 用 尺 规 作出 ? 什么 样 的 图 形 无 法 用 尺 规 作出 ?“ 不 识 庐山 真面目 ， 只 缘 身 在 此 山 
'”， 这 样 的 问题 是 网 几 里 得 几何 本 身 不 能 解决 的 。 
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解析 几何 的 出 现 ， 翻 开 了 三 大 问题 研究 的 新 的 一 页 。 借 助 解析 几何 ， 人 们 可 以 思 
考 尺 规 作 图 的 能 力 ， 并 给 出 尺 规 可 作 图 与 不 可 作 图 的 判定 准则 。 由 此 ， 人 们 开始 怀疑 
三 大 问题 一 直 未 能 获得 真正 解决 的 原因 在 于 这 样 的 解法 根本 不 存在 。 如 解析 几何 创始 
人 笛 卡 儿 就 曾 指出 倍 立方 问题 是 不 可 用 尺 规 完成 的 。 但 为 了 严格 证 明 这 一 点 ， 还 需要 
等 待 数 学 的 进一步 发 展 。 直 到 1837 年 ， 数 学 家 借助 方程 理论 与 域 论 思想 才 首 次 严格 
证 明了 倍 立 方 与 三 等 分 角 问 题 是 尺 规 不 能 问题 。 事 实 上 ， 如 果 利 用 后 来 的 伽 罗 瓦 瑾 扩 
张 理论 ， 这 两 个 问题 的 解答 会 更 为 简洁 : 设 a 是 有 理 系数 不 可 约 三 次 方程 的 一 个 根 ， 
则 可 得 到 扩张 次 数 (OQ(&):0)=3 ， 而 尺 规 可 作 数 所 属 的 域 扩 张 次 数 只 能 是 2 ， 并 且 
3#2"”， 又 利用 方程 理论 可 说 明 倍 立方 问题 与 三 等 分 角 问 题 中 出 现 的 方程 是 不 可 约 三 
次 方程 ， 于 是 其 尺 规 不 可 解 ， 得 证 。 化 圆 为 方 问题 的 尺 规 不 可 解 则 需 归 结 为 证 明 x 的 
超越 性 。 林 德 曼 的 成 功 ， 既 为 化 圆 为 方 问题 画 上 了 句号 ， 又 推动 了 超越 数论 的 研究 。 
在 历经 2000 多 年 后 ， 三 大 几何 问题 终于 都 以 否定 的 方式 获得 了 解答 。 
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当 我 们 回顾 这 三 大 问题 的 解决 历程 时 ， 我 们 要 说 过 去 人 们 所 做 的 努力 绝 非 翅 无 意 
义 。 事 实 上 ， 三 大 问题 正 因 为 不 能 用 尺 规 来 解决 常常 使 人 冶 入 新 的 领域 中 去 。 结 果 ， 
这 几 个 车 名 问题 本 身 虽然 没有 得 到 正面 解决 ， 但 是 为 解决 这 三 大 问题 却 旷 出 许多 有 价 

















































































































































































































其 一 ， 古 希腊 几何 沿 着 欧 几 里 得 路 线 研究 的 几何 对 象 原本 仪 限于 二 维 的 直线 、 风 
与 三 维 的 平面 、 球 。 然 而 为 了 解决 几何 三 大 问题 ， 古 希腊 人 发 现 了 一 批 加 和 直线 以 外 
的 曲线 以 及 球 和 平面 以 外 的 曲面 ， 这 促成 了 古 希 腊 在 更 为 高 等 的 几何 方面 的 发 展 。 这 
其 中 ， 最 重要 的 是 开创 了 圆锥 曲线 的 研究 。 而 圆锥 曲线 又 在 17 世纪 召唤 出 解析 几何 这 
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其 二 ， 在 化 圆 为 方 研 究 中 ， 由 安 蒂 丰 首创 的 “穷竭 法 ”被 古 希 腊 人 进一步 发 展 ， 
成 为 严格 证 明 许多 数学 命题 的 有 力 工具 ， 到 17 世纪 更 是 开花 结果 ， 直 接 促 成 了 微 积分 
的 诞生 。 


























































































































其 三 , 为 了 解决 三 大 问题 ,人们 提出 了 尺 规 作 图 的 判定 准则 。 
















































































其 四 ， 三 大 问题 的 最 终 解 决 ， 与 近代 方程 理论 、 代 数 数理 论 、 超 越 数 理论 及 域 论 
都 有 关联 ， 因 此 对 前 者 的 研究 促进 了 后 者 的 发 展 。 























































































































可 以 说 ， 由 三 大 几何 问题 钴 出 的 这 些 金 蛋 的 价值 远 远 高 于 三 大 几何 问题 本 身 所 具 
条 的 价值 ， 其 意义 也 比 几何 三 大 问题 本 身 的 意义 深远 得 多 。 随 着 这 一 公案 的 了 结 ， 钴 
金 蛋 的 鹅 被 衬 杀 了 ， 三 大 问题 作为 已 圆满 解决 的 数学 问题 对 数学 的 推动 作用 失去 了 ， 
它 早 已 不 再 是 需要 人 们 去 继续 攻 攀 的 难题 。 然 而 ， 古 今 中 外 却 都 有 执 迷 者 继续 把 精力 
浪费 在 这 三 大 几何 问题 的 求解 上 。 
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比如 ， 在 化 圆 为 方 问 题 已 被 林 德 曼 解决 后 ， 仍 有 许多 人 为 “化 圆 为 方 ”走火 入魔 。 
数学 家 德 ， 摩根 把 这 些 热 囊 “化 圆 为 方 ”问题 的 人 称 为 “ 方 医 :者 。 法 国 一 数学 
家 则 称 这 种 人 是 “ 害 了 聪明 病 ” 的 人 ， 他 用 幽默 的 口吻 写 道 :“ 所 有 国家 的 科学 院 ， 在 
和 奶 求 解决 方圆 问题 的 人 们 作 斗 争 时 发 现 一 个 事实 ， 这 个 病症 一 般 都 在 春天 的 时 候 加 
剧 。 ”也 许 并 不 太 出 乎 人 们 意料 的 一 件 事实 是 ， 在 西方 很 多 “方圆 病 ” 患 者 甚至 出 现在 
受 人 尊敬 的 高 层 人 士 中 ， 比 如 患者 中 曾 有 一 个 大 学 校长 、 一 个 华盛顿 州 下 院 议员 ， 还 


个 美国 参议 院 议员 。 
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男 有 许多 “三 等 分 角 家 ”迷恋 于 三 等 分 角 。 在 美国 ， 数 学 杂志 社 每 年 总 要 收 到 许 
多 三 等 分 角 的 来 信 ; 在 报纸 上 还 常 有 人 宣称 解决 了 这 个 千古 难题 。 而 我 国 著 名 数学 家 
华罗庚 曾 在 1952 年 一 年 中 就 答复 了 将 近 二 三 十 封 天 于 三 分 角 的 信 ， 最 后 他 不 得 不 写 ] 
篇 “三 分 角 问 题 ”的 科普 文章 。 但 这 并 没有 阻止 “三 等 分 角 家 ”的 热情 。 事 实 上 ， 


中 国 科 学 院 数学 研究 所 在 1966 年 以 前 ， 每 年 都 要 收 到 许多 号 称 “解决 三 等 分 角 问 题 ” 
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的 来 稿 ， 以 至 于 中 国 数学 会 及 《数学 通报 》 编 辑 部 不 得 不 在 《数学 通报 》 上 多 次 发 表 
声明 ,劝告 人 们 不 要 在 这 个 不 可 能 的 问题 上 浪费 时 间 和 精力 。 

























































































类 似 的 事情 也 发 生 在 许多 其 他 著名 数学 问题 身上 ， 如 本 书后 面 章 节 会 介绍 到 的 
“ 费 马 大 定理 ”“ 四 色 问 题 "， 还 有 本 书 没 提 到 的 “ 哥 德 巴赫 猜想 ”等 ， 都 拥有 众多 以 解 
决 它 们 为 己任 的 数学 “ 民 科 ”。 因 此 ， 我 们 有 必要 在 这 里 对 这 一 现象 多 说 几何 。 





















































































































































































































































首先 ， 我 们 可 以 注意 到 这 些 患 有 “聪明 病 ” 的 业余 研究 者 总 想 通过 独步 证 今 中 外 ， 
压倒 所 有 前 人 的 工作 而 证 明 自 己 的 聪明 。 其 主要 动机 可 用 车 名 作家 王小波 一 篇 故事 中 
的 一 句 话 来 概括 :“ 证 明了 费 马 大 定理 ， 就 证 明了 自己 是 世界 上 最 聪明 的 人 ， 这 种 事 信 
得 一 干 。” 另外 ， 这 些 研究 者 的 热情 与 为 此 做 出 的 牺牲 也 往往 令 人 油 然 而 生 敬 意 。 然 
门 看 到 他 们 所 有 的 努力 注定 以 失败 而 告终 时 ， 我 们 不 禁 为 其 毫 无 意义 的 努力 
而 扼腕 。 之 所 以 如 此 ， 一 方面 是 因为 他 们 缺乏 自 知之 明 。 事 实 上 ， 许 多 业余 看 
秆 对 数学 的 了 解 仅 限于 初等 数学 或 初级 的 高 等 数学 。 另 一 方面 ， 是 因为 他 们 对 问题 
解 。 像 “三 大 几何 问题 ”“ 费 马 大 定理 ”“ 四 色 猜 想 ” 等 数学 问题 表述 非常 简单 ， 
里 解 ， 然 而 其 妙 处 却 在 于 为 了 解决 它们 要 使 用 新 的 数学 思想 或 极为 复杂 的 数学 
理论 。 本 章 介绍 的 几何 三 大 问题 带 来 的 启示 之 一 就 是 如 何 对 待 一 个 长 期 未 解决 的 间 题 ， 
特别 是 历史 长 、 影 响 深 ,得 到 过 一 些 闭 名 数学 家 钻研 而 尚未 解决 的 那些 著名 问题 。 这 
E 不 是 用 通常 的 方法 所 能 解决 的 。 对 于 那些 至 今 未 解决 的 许多 著名 问题 ， 都 


应 采取 这 样 的 态度 ， 停 留 于 初等 方法 是 绝 不 可 能 解决 这 些 问 题 的 。 
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些 问 题 往 
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可 懂 与 可 叹 的 是 ， 业 余 研 究 者 往往 被 问题 表述 的 简单 性 所 迷惑 ， 在 对 问题 究竟 难 
在 何 处 几乎 无 所 知 的 情况 下 ， 在 仅仅 掌握 了 初等 数学 知识 的 前 提 下 ， 就 想 依靠 “ 铁 棱 
磨 成 针 ” 的 妆 力 与 昔 战 过 关 。 这 自然 只 会 白白 浪费 许多 宝贵 的 精力 。 


















































































































































以 三 大 几何 问题 为 例 ， 许 多 研究 者 宣称 自己 解决 了 三 大 问题 中 的 一 个 。 实 际 上 ， 
他 们 并 不 了 解 问题 难 解 的 关键 在 工具 及 作 图 公设 的 限制 。 许 多 人 也 分 不 清 不 可 能 与 未 
解决 的 本 质 区 别 ， 不 愿 或 没有 能 力 去 理解 问题 不 可 解 的 原因 。 他 们 会 强调 :“ 从 前 认为 
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不 可 能 的 事 ,现在 有 些 是 可 能 了 ! 所 以 不 可 能 的 说 法 仅仅 是 阻碍 进步 ， 我 们 不 可 为 不 
可 能 三 字 而 限制 了 我 们 的 前 进 ， 限 制 了 我 们 的 发 明 …… 所 以 用 圆规 及 直 尺 三 等 分 角 的 
问题 ， 也 并 不 是 绝对 不 可 能 的 。” 华 罗 庚 先生 为 此 打 了 一 个 壁 喻 :“ 上 月 亮 去 ”是 一 个 
“未 解决 ”的 问题 。 但 “步行 上 月 亮 去 ”是 一 个 “不 可 能 ”的 问题 。 用 圆规 及 直 尺 解决 
三 大 几何 问题 正如 步行 上 月 亮 一 样 是 不 可 能 的 ， 而 不 是 未 解决 的 。 
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美 籍 华裔 几何 学 家 杨 忠 道教 授 也 打 过 一 则 很 有 说 服 力 的 比喻 。 一 位 在 农村 成 长 而 
未 受过 任何 教育 的 父亲 ， 非 常 疼爱 他 的 一 位 聪明 的 儿子 。 在 儿子 离 家 几 十 里 外 求学 的 
时 候 ， 父 杀 因 为 太 想 念 儿子 ， 每 隔 几 个 月 要 去 探望 一 次 。 也 许 是 他 个 人 的 习惯 ， 每 次 
去 都 是 步行 的 。 后 来 儿子 去 邻 且 工作， 父亲 还 是 维持 以 往 的 习惯 ， 每 隔 几 个 月 就 步行 
去 探望 儿子 一 次 。 最 后 难题 来 了 ， 儿 子 到 一 海岛 上 去 工作 。 当 父亲 想 再 步行 去 探望 儿 
子 时 ， 一 些 人 告诉 他 说 ， 那 是 不 可 能 的 。 因 为 父亲 没有 受过 任何 教育 ， 他 很 为 下 列 诸 
问题 所 困扰 。 
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(1) 海马 是 什么 地 方 ， 为 什么 不 能 步行 前 去 呢 ? 是 否 途径 是 存在 的 ， 只 是 迄今 为 


正 不 被 人 发 现 而 已 ? 














(2) 以 往 他 见 到 过 的 地 方 ， 处 处 都 是 可 以 步行 而 去 的 。 为 什么 海岛 就 不 同 ? 遵循 
过 去 生活 的 经 验 ， 还 会 有 错 吗 ? 











































































































(3) 天 下 无 难事 ， 只 怕 有 心 人 。 他 认为 自己 不 但 有 心 ， 而 且 上 表 努 力 ， 难 道 有 这 
多 的 优良 条 件 ， 他 仍 无 法 达到 目的 吗 ? 
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只 要 有 一 定 地 理 知 识 ， 不 能 步行 去 海岛 是 显而易见 的 。 但 这 位 父亲 不 了 解 ， 而 目 
受 困扰 ， 这 只 是 因为 他 缺乏 地 理 知 识 的 缘故 。 演 试用 圆规 和 直 尺 去 解答 三 大 难题 ， 正 
像 这 位 父亲 尝试 步行 去 海 鸟 一样， 都 是 不 可 能 的 。 换 句 话 说 ， 根 本 不 存在 一 个 做 法 使 

大 难题 中 的 任何 一 个 得 到 尺 规 解答 。 并 非 “做 法 是 存在 的 ， 只 是 没有 被 发 现 而 已 ”， 
正 像 步行 到 海岛 的 途径 根本 不 存在 一 样 。 
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正 因为 数学 界 相 

















言 三 大 几何 问题 早 
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那些 声称 自 











找到 三 大 几何 问题 尺 规 
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已 被 证 明 是 
年 图 方法 的 人 采取 





尺 规 不 可 解 问题 ， 
> 不 理 的 态 





















































做 出 声称 的 研究 者 们 和 
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往 指 员 说 ， 数 学 家 在 未 明 而 
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这 些 


为 此 而 小 


















































己 宝贵 的 时 间 。 对 此 ， 
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E 其 成 果 的 做 法 是 不 虚心 、 不 合理 


故 法 的 错误 之 处 完全 是 无 聊 、 繁 杂 和 白白 















































做 法 与 态度 ， 需 要 

















是 所 三 上 己 ; 大 让 
更 虚心 ， 需 要 屈 尊 
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现在 最 初 也 是 被 数学 界 所 忽视 或 
很 多 的 ， 比 如 上 一 章 中 我 们 介绍 过 的 阿 


余人 研究 者 们 。 


究 者 























了 解 对 方 丰 


















































门 并 没 





Ea 





因此 数学 家 对 
如 是 完全 正当 
指出 其 错误 之 处 的 情况 下 就 
的 。 但 实际 情况 是 ， 数 学 家 在 清楚 知道 


浪费 精力 的 工作 时 ， 他 



































华罗庚 先生 指出 在 这 桩 讼 案 中 ， 真 正 需要 改 


















































业余 下 个 月 


认为 





究 者 们 还 有 







































































有 力 的 证 据 证 








明 





自己 








可 能 正确 : 












































究 成 果 的 ， 不 是 数学 家 们 ，Tf 





许多 重要 的 数学 发 
EE 绝 接 受 的 。 诚 然 ， 在 数学 发 展 史 上 这 样 的 例子 是 


贝尔 与 俩 罗 瓦 。 但 问题 是 ， 为 数学 界 忽视 的 

















研究 并 非 都 有 价值 ， 


























值 的 。 如 


众多 业余 研究 












































所 奉献 的 数 不 清 


的 可 
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据 是 : 下 
的 发 现 都 是 建立 在 向 大 师 学 习 的 基础 之 上 的 ，Ti 























究 者 是 否 站 在 巨人 的 肩 
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E 是 其 数学 天 才 的 体现 之 一 。 可 以 说 ,任何 作 





果 了 








所 大 的 数学 发 现 也 都 是 建立 在 序 
却 试图 通过 向 壁 虚构 而 奇迹 般 独 步 古 











笑 的 “论文 ”就 是 毫 无 价 
何 鉴别 出 总 会 发 光 的 金子 与 永远 都 不 会 发 光 的 垃圾 呢 ? 一 个 重要 的 参考 依 
蒂 上 。 尔 


如 我 们 上 一 章 所 介绍 到 的 ， 阿 贝尔 与 伽 罗 瓦 























i 能 极其 迅速 地 汲取 数学 大 师 们 的 成 






































人 看 


车 础 之 上 的 。 至 了 


大 的 数学 家 莫不 如 是 ， 而 


HH 



































8 些 不 
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E 何 一 项 


肯 学 习 前 人 的 结果 
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:外 的 看 










































































的 是 ， 任 
































何 清醒 剂 都 会 在 部 分 这 类 





， 可 尼 
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盏 前 失效 。 对 















































知识 


背景 的 数学 狂 怪 而 








然 ， 





界 的 笑柄 。 

















言 ， 任 何 逻 辑 都 无 法 说 有 











这 币 








死 不 认错 、 蛮 干 到 底 的 人 注定 不 会 在 数学 界 贸 





及 他 




















究 结 果 是 没有 











这 些 昧 于 现代 数学 











门 ， 他 们 几乎 听 不 进 
` 任 何 建 树 ，T 









































什么 道理 。 当 
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童 最 后 有 必要 指出 ， 证 明 问 题 的 “不 可 解 ”并 非 一 个 令 人 失望 的 答案 ， 而 认 j; 
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到 有 些 事情 确实 是 不 可 能 的 ， 往 往 标志 着 数学 思想 的 一 大 飞跃 。 可 以 看 到 ， 上 一 章 介 

















绍 的 “五 次 及 高 于 五 次 代数 方程 不 存在 根 式 解 "， 这 一 章 介绍 的 “三 大 几何 问题 是 尺 规 















































不 可 解 问题 ”， 都 是 通过 引入 新 的 数学 思想 与 工具 后 才 最 终 获 解 的 。 事 实 上 ， 这 种 不 
可 解 问题， 在 数学 上 和 带 来 了 极 重 要 且 有 价值 的 思想 怎样 才能 证 明 某 种 问题 是 不 可 解 





























































































































的 ?在 上 一 章 与 本 章 中 ， 我们 已 经 两 次 接触 到 这 种 新 思想 。 在 下 一 章 中 ， 我 们 将 与 其 
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设 问题 的 由 来 




















公元 前 3 世纪 ， 古 希腊 车 名 数学 家 欧 几 里 得 完成 了 数学 史上 的 光辉 
巨 闭 《几何 原本 》。 在 这 本 伟大 著作 得 创造 性 地 使 用 了 一 种 公 
理化 方法 ， 他 从 一 些 不 加 证 明 的 公理 、 公 设 出 发 ， 构 建 起 一 座 几 何 学 的 帮 
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厦 。 在 这 些 作为 起 点 的 命题 中 ， 独 特 的 “第 五 公设 ”( 也 称 “ 平 行 公设 ”) 
后 来 成 为 “科学 史上 最 著名 的 一 个 命题 "。 本 章 中 我 们 要 介绍 的 正 是 人 类 在 
2000 多 年 时 间 里 对 这 一 公设 的 漫漫 探求 之 路 以 及 由 此 导致 的 几何 学 革命 。 























































































































在 本 节 中 ， 我 们 需要 先 去 了 解 曾 作为 数学 “圣经 ”的 《几何 原本 六 正 
是 它 的 问世 ， 才 带 来 了 我 们 要 探讨 的 曾 使 无 数 人 着 迷 并 困惑 的 欧 几 里 得 第 


五 公设 问题 。 










































































出 东方 。 数 学 起 源 于 古 埃 及 、 古 巴比伦 等 东方 文明 。 在 漫长 的 岁月 
， 播 下 数学 火种 的 东方 人 慢 慢 积累 起 不 少数 学 知识 ， 使 数学 获得 了 初步 











































































































































































































发 展 。 不 过 ， 他 们 对 数学 知识 的 认识 是 建立 在 直觉 与 经 验 的 基础 上 的 ， 而 数学 也 主要 。 第 
是 一 种 计算 的 实用 工具 。 直 到 约 公元 前 600 年 ， 数 学 的 本 质 才 在 另 一 个 民族 一 证 希 ” 章 
腊 人 一 手中 发 生 了 改变 。 经 验 的 算术 和 几何 方法 逐步 被 加 工 升华 为 具有 初步 逻辑 结 

















构 的 论证 数学 体系 。 









































其 中 最 关键 的 一 步 是 ， 古 希腊 人 对 古代 流传 下 来 的 知识 开始 退 问 为 什么 并 尽力 下 
答 为 什么 ， 从 而 将 证 明 的 思想 引入 数学 。 他 们 的 这 一 努力 将 数学 提升 到 一 种 新 的 境界 ， 
从 此 数学 从 具体 的 、 实 验 的 阶段 过 渡 到 抽象 的 、 理 论 的 阶段 ， 并 逐渐 形成 一 门 独立 的 、 
演绎 的 学 科 。 这 在 数学 史上 是 一 次 不 寻常 的 飞跃 。 
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人 们 通常 认为 泰勒 斯 ( 约 公元 前 624 一 前 547 ) 是 这 一 新 数学 思想 的 开创 者 ， 相 信 
是 他 治 着 论证 数学 的 方向 迈 出 了 第 一 步 。 泰 勒 斯 在 当时 以 其 广博 的 知识 与 智慧 赢得 了 
染 高 的 声誉 ， 被 苇 为 “ 古 希 腊 七 贤 之 首 ”。 作 为 西方 历史 上 第 一 位 数学 家 ， 泰 勒 斯 极力 
主张 对 几何 陈述 不 能 仅 凭 直觉 上 的 貌似 合理 就 予以 接受 ， 而 必须 要 经 过 严密 的 逻辑 证 
明 。 泰 勒 斯 还 在 命题 证 明 的 思想 指导 下 ,确立 和 证 明了 第 一 批 几 何 定理 ， 从 而 使 他 成 


为 论证 数学 之 父 。 
































































































































































































































在 泰勒 斯 第 一 个 引入 命题 证 明 的 思想 ， 开 创 了 某 种 朴素 的 几何 证 明之 后 ， 古 希腊 
著名 哲学 家 、 数 学 家 毕 达 哥 拉 斯 (以 毕 达 哥 拉 斯 定理 闻名 ) 及 其 学 派 大 大 推进 了 这 种 思 
想 ， 促 使 数学 沿 着 这 一 新 方向 成 长 。 他 们 研究 并 证 明了 更 多 数学 命题 ， 包 括 一 些 深奥 
得 多 的 数学 结果 。 可 以 说 ， 毕 达 哥 拉 斯 及 其 学 派 在 使 几何 学 从 经 验 上 升 到 理 ; 
出 了 关键 性 贡献 。 古 希腊 几何 也 由 此 真正 转向 以 演绎 证 明 为 基础 。 
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期 间 ， 古 希腊 人 还 由 于 无 理 数 的 引入 经 历 了 第 一 次 数学 危机 (参见 本 人 拙 作 
《数学 悍 论 与 三 次 数学 危机 》)。 经 过 这 次 危机 的 洗礼 , 希腊 人 更 加 确认 : 直觉 、 经 
验 乃 至 实验 都 不 是 绝对 可 靠 的 ， 推 理论 证 才 是 可 靠 的 ,证明 的 思想 在 希腊 人 心中 扎 
下 了 根 。 进 而 ， 古 希腊 人 发 展 了 逻辑 思想 并 加 深 了 对 数学 抽象 性 、 理 想 化 等 本 质 特 


征 的 认识 。 
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在 促使 这 些 数 学 思想 牢固 确立 的 过 程 中 ， 我 们 在 上 一 章 中 已 经 提 到 的 伟大 哲学 家 
柏拉图 ( 约 公元 前 427 一 前 347) 起 到 了 重要 的 作用 。 他 深 受 毕 达 哥 拉 斯 学 派 影响 ， 并 
发 展 了 他 们 的 观点 。 他 的 数学 思想 对 希腊 产生 了 强 有 力 的 影响 。 柏 拉 图 强调 要 把 数学 
英 基 于 钦 辑 之 上 ， 并 坚持 使 用 准确 的 定义 、 清 楚 的 假设 和 严格 的 证 明 。 他 坚持 对 数学 
知识 进行 演绎 整理 ， 并 强调 “应 从 自明 的 假设 出 发 进行 严格 的 证 明 ”。 这 一 思想 后 来 成 
为 古 希腊 公理 方法 的 发 端 。 


































































































































































































































































































































































































柏拉图 的 思想 在 他 的 学 生 亚 里 士 多 德 那 里 又 得 到 了 发 展 和 完善 。 作 为 “ 古 希 腊 最 
博学 的 人 ”， 亚 里 士 多 德 研究 的 领域 极其 广泛 。 对 数学 而 言 ， 他 最 大 的 贡献 是 在 前 人 基 
础 上 完成 经 典 若 作 《 工 具 论 》 把 逻辑 规律 典范 化 、 系 统 化 ， 阐 述 了 逮 辑 学 理论 ， 从 而 


创立 了 古典 逻辑 学 。 
























































































































































































































































他 研究 和 讨论 了 三 段 论 问题 ， 他 相信 ， 人 逻辑 论证 应 该 建立 在 三 段 论 的 基础 上 。 所 
谓 三 段 论 ， 就 是 “由 三 个 判断 构成 ， 其 中 两 个 判断 是 前 提 (大 前 提 和 小 前 提 )， 一 个 判 
断 是 结论 "。 举 一 个 简单 的 例子 : 所 有 人 都 会 死 (大 前 提 )、 柏 拉 图 是 人 (小 前 提 )， 查 
拉 图 会 死 ( 结 论 )。 如 果 三 段 论 的 前 提 正 确 ， 那么 结论 也 必定 正确 。 在 亚 里 士 多 德 看 
来 ， 不 是 任何 知识 都 可 以 作为 三 段 论 的 前 提 ， 大 前 提 必 须 是 大 众 普遍 接受 的 事实 。 他 
还 对 每 门 特殊 学 科 中 的 基本 原理 和 大 众 共 知 的 普遍 真理 加 以 区 分 ， 把 前 者 称 为 公设 ， 
后 者 称 作 公理 。 他 举 出 “两 个 等 量 减 去 同一 量 后 还 剩 下 两 个 等 量 ”这 一 公理 作为 普遍 
真理 的 例子 。 他 认为 ， 根 据 我 们 不 会 出 错 的 直觉 可 知 ， 公 理 为 真 。 另 外 ， 亚 里 士 多 德 
清楚 地 认识 到 ， 我 们 必须 有 这 些 真理 作为 我 们 进一步 推理 的 基础 。 因 为 任何 推理 都 必 


的 


须 建 立 在 某 些 前 提 下 ， 而 这 一 过 程 不 能 无 穷 重 复 下 去 。 亚 里 士 多 德 还 指出 ， 有 些 概念 


必须 不 给 出 定义 ， 和 否则 就 无 起 点 可 言 。 



















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































亚 里 士 多 德 的 逻辑 思想 进一步 为 把 几何 整理 在 严密 的 体系 之 中 芮 定 了 基础 ， 公 理 
化 思想 已 是 大 势 所 趋 。 从 公元 前 6 世纪 起 ， 经 过 几 个 世纪 的 积累 后 ， 希 腊 人 也 已 经 获 
得 了 大 量 的 数学 知识 并 证 明了 许多 数学 命题 。 一 个 严整 的 几何 结构 已 是 “ 山 雨 欲 来 风 















































































































































满 楼 ”了 。 不 久 后 ， 亚 里 十 多 德 的 逻辑 学 与 当时 已 有 数学 成 果 完 美 结合 ， 孕 育 出 了 欧 
几 里 得 的 巨著 《几何 原本 六 
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欧 几 里 得 ( 约 公元 前 330 一 前 275 ) 是 公元 前 3 世纪 十 希腊 著名 数学 家 。 关 于 他 的 
生平 ， 现 在 知道 的 很 少 。 他 早年 大 概 就 学 于 雅典 ， 精 通 柏 拉 图 的 学 说 。 公 元 前 300 年 
左右 ， 在 埃及 托 勒 密 王 的 邀请 下 ， 他 来 到 亚历山大 ， 长 期 在 那里 工作 。 我 们 可 以 引述 
关于 他 的 两 则 轶 事 来 说 明 他 是 一 个 什么 样 的 人 。 有 心 的 读者 会 从 这 两 则 故事 中 得 到 


些 重要 启示 。 
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一 则 故事 是 ， 托 勒 密 王 问 欧 几 里 得 ， 除 了 他 的 《几何 原本 》 一 书 外 ， 有 没有 其 他 
学 习 几 何 的 捷径 。 欧 几 里 得 回答 道 :“ 几 何 无 王者 之 道 。 ”不 肯 刻 苦 销 研 、 总 打算 投机 
取 巧 的 人 ， 可 以 把 这 名 后 来 传诵 干 证 的 学 习 做 言 作为 自己 的 座 右 铝 。 





































































































































































































另 一 则 故事 是 : 一 个 学 生 刚 开始 学 习 第 一 个 命题 ， 就 问 欧 几 里 得 ， 学 了 几何 学 之 


后 将 得 到 些 什么 。 欧 几 里 得 说 ， 给 他 三 个 钱币 ， 因 为 他 想 在 学 习 中 获取 实 利 。 由 此 可 
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得 是 反对 狭隘 的 实用 
































储备 的 “木石 砖 瓦 ” 材 料 的 基 耐 





欧 几 里 得 这 位 人 















































般 地 按照 逻辑 系统 


的 光辉 著作 《几何 原本 》 这 本 














成 一 座 疯 峨 的 几 
的 问世 ， 标 志 着 欧 氏 几何 学 的 建 、 






































树 下 了 一 座 不 朽 的 在 


“几何 学 之 父 ”。 

































































Hh 上 ， 天才 
可 大 厦 ， 完 成 了 数学 史上 





声 ， 被 后 人 称 为 





















































更 《几何 原 了 仅 是 其 内 容 的 重 台 

































































明 ， 更 为 重要 的 是 欧 






































书 中 创造 的 被 称 为 公开 
































在 证 明 几 何 命题 时 

































































是 从 更 前 面 的 


起 点 。 这 些 作为 起 点 、 具 有 EE 


































































































的 命题 称 为 公理 ， 





























“两 点 确定 一 条 下 
点 、 线 等 。 在 一 个 数学 理 i 
组 公理 ， 以 此 为 出 发 点 ， 利 用 


这 样 的 方法 就 是 公理 

































































































































































































































































人 











H 23 个 定义 ， 涉 及 点 、 线 、 


书 中 第 1 卷 



















































































色 的 证 


条 些 不 加 定义 的 原始 概念 ， 如 
选取 原始 概念 和 不 力 
建立 成 一 个 演绎 系统 ， 


来 组 建 


[证 明 的 一 




















我 们 列举 有 关 点 、 线 、 面 的 定义 ， 可 以 从 


' 拓 其 大 上 略 : 点 是 没有 部 分 的 ; 线 



































而 没有 宽度 ; 

















FF 
宽度 。 














线 的 两 端 是 点 ; 直线 是 它 上 面 的 点 一 样 地平 放 着 的 线 ; 












































公设 1: 由 任意 一 点 到 另外 任意 一 点 可 以 画 直 线 。 


RW 


公设 2: 一 条 有 限 直 线 可 以 继续 延长 。 

公设 3: 以 任意 点 为 心 及 任意 的 距离 可 以 画 圆 。 

公设 4: 凡 直 角 都 彼此 相等 。 

公设 5: 同 平面 内 一 条 直线 和 另外 两 条 直线 相交 ， 若 在 某 一 侧 的 两 个 内 角 的 和 小 
于 二 直角 的 和 ， 则 这 二 直线 经 无 限 延 长 后 在 这 一 侧 相 交 。 
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随后 是 5 个 公理 : 等 于 同 量 的 量 彼 此 相等 ; 等 量 加 等 量 ， 其 和 仍 相 等 ; 等 量 减 等 


量 ， 其 差 仍 相等 ; 彼此 能 重合 的 物体 是 全 等 的 ; 整体 大 于 部 分 。 











































































































































































































欧 几 里 得 对 公理 、 公 设 的 区 别 是 采用 了 亚 里 士 多 德 的 观点 ， 即 公理 是 适用 于 一 切 
科学 的 真理 ， 而 公设 则 仅 适 用 于 几何 。 现 在 我 们 一 般 已 不 再 区 分 公设 与 公理 ， 而 统称 


































































































《几何 原本 》 后 面 各 卷 又 给 出 了 许多 定义 ， 最 终 全 书 给 出 了 119 个 定义 ， 但 没有 
添加 新 的 公理 或 公设 ， 因 此 上 面 给 出 的 已 是 全 书 所 需 的 全 部 公理 和 公设 了 。119 个 
基本 定义 、5 条 公设 和 5 条 公理 成 为 全 书 推 理 的 出 发 点 、 论 证 的 依据 。 将 公理 、 公 设 、 
定义 作为 已 知 ， 欧 几 里 得 先 证 明了 第 一 个 命题 ， 然 后 又 以 之 为 基础 ， 作 为 新 的 已 知 来 
证 明 第 二 个 命题 。 如 此 循序 渐进 ， 欧 几 里 得 有 条 不 紊 地 由 简单 到 复杂 最 终 推出 共 465 
个 命题 ( 即 现在 所 说 的 定理 )， 其 中 包括 54 个 作 图 题 。 其 论证 之 精彩 ， 逻 辑 之 周密 ， 
结构 之 严谨 ， 令 人 了 叹为观止。 零散 的 数学 理论 被 他 成 功 地 编织 为 一 个 从 基本 假定 到 最 
复杂 结论 的 连续 网 络 。 因 而 在 数学 发 展 史 上 ， 欧 几 里 得 被 认为 是 成 功 而 系统 地 应 用 公 


理化 方法 的 第 一 人 ， 他 的 工作 被 公认 为 是 最 早 用 公理 法 建立 演绎 数学 体系 的 典范 。 

































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































《几何 原本 》 是 古 希 腊 数 学 成 果 、 思 想 、 方 法 和 精神 的 结晶 ， 它 的 问世 是 整个 数学 


发 展 史上 意义 极其 深远 的 大 事 。 欧 几 里 得 所 树立 的 这 一 数学 史上 的 理论 丰碑 深刻 地 影 
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响 了 日 后 的 数学 ， 以 公理 为 前 提 来 获取 知识 和 使 用 证 明 来 得 到 新 结论 的 原则 成 为 数学 
家 们 的 典 识 和 所 有 数学 的 规范 ， 对 西方 数学 的 发 展 产生 了 不 可 估量 的 影响 。 作 为 整个 
科学 史上 发 行 最 广 、 使 用 时 间 最 长 的 书 ,《 几何 原本 》 的 手 抄本 曾 统 御 几 何 学 1800 年 
之 久 ， 印 刷 术 发 明 后 ， 又 被 译 成 多 种 文字 ， 共 有 2000 多 种 版 本 。 它 的 影响 还 越 出 数 
学 ， 对 西方 思想 产生 了 极为 深远 的 影响 ， 成 为 整个 人 类 文明 史上 的 里 程 碑 。 这 一 切 ， 
使 得 《几何 原本 》 一 书 在 其 问世 后 的 2000 多 年 中 成 为 数学 中 的 “圣经 ”。 

























































































































































































































































































欧 氏 几何 的 污点 ? 
























































公元 前 3 世纪 ， 欧 几 里 得 精心 雕琢 完成 了 在 数学 发 展 史上 具有 极其 深远 影响 的 数 
学 巨 闭 《 几 何 原本 》， 树立 了 一 座 “ 和 希腊 理智 最 完美 的 纪念 碑 "。 在 其 后 很 长 的 时 间 中 ， 
这 本 巨 善 家 视 为 “绝对 真理 ”的 化 身 。 然 而 美玉 有 瑕 ， 这 本 巨 若 自问 世 起 就 有 一 个 疑 
问 蒙 绕 在 人 们 心头 。 






















































































































































































通过 上 面 的 介绍 ， 我 们 已 看 到 欧 几 里 得 的 几何 学 以 5 条 公理 与 5 条 公设 作为 逻辑 
推演 的 前 提 ， 其 整个 大 厦 都 建筑 在 它们 之 上 。 这 些 公理 与 公设 中 ， 有 9 条 看 上 去 极为 
显然 ,， 极 易 让 人 理解 并 接受 。 唯 独 第 五 公设 显得 非常 特别 。 让 我 们 再 来 回顾 一 下 这 
公设 所 陈述 的 内 容 。 
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公设 5: 同 平面 内 一 条 直线 和 另外 两 条 直线 相交 ， 若 在 某 一 侧 的 两 个 内 角 的 和 小 
于 二 直角 的 和 ， 则 这 二 直线 经 无 限 延长 后 在 这 一 侧 相交 。 






























































































































































通过 下 图 ， 我 们 理解 一 下 这 一 公设 表述 的 内 容 。 已 知 同 平面 内 一 条 直线 BF 和 另 




































































外 两 条 直线 4B 、CD 相交 ， 并 且 左 侧 两 个 内 角 的 和 ( 即 ZL4EF+ZCFE ) 小 于 180。， 于 


是 可 得 出 结论 ,直线 B4 与 DC 在 延长 后 必定 会 在 左 侧 相交 。 

























































































显然 ， 与 其 他 公理 、 公 设 相 比较 ， 这 一 公设 在 叙述 上 元 长 、 复 杂 ， 看 上 去 不 是 那 
么 一 目 了 然 。 它 似乎 缺乏 公设 、 公 理应 有 的 简单 性 和 自明 性 。 它 的 引入 使 数学 家 们 感 
到 困惑 。 困 惑 的 产生 并 非 因 为 有 人 怀疑 这 一 公设 的 真理 性 ， 而 是 因为 人 们 普遍 认为 这 
个 公设 是 逻辑 的 必然 ,是 正确 的 ， 并 且 人 们 都 确信 这 一 公设 是 实际 的 或 物理 的 直线 行 
为 的 理想 化 ， 它 与 其 他 公理 、 公 设 一 样 是 对 真实 物理 空间 的 真实 描述 。 人 们 真正 置疑 
的 是 : 为 什么 要 把 它 作 为 公设 。 换 言 之 ， 人 们 怀疑 第 五 公设 不 是 一 个 公设 而 是 一 个 可 
以 证 明 的 命题 ， 因 而 是 一 条 定理 。 用 一 位 古 希 腊 数 学 家 普罗 克 洛 斯 的 话 就 是 :“ 公 设 5 


完全 应 从 公设 中 剔除 ， 因 为 它 是 一 条 定理 ……” 
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欧 几 里 得 本 人 对 此 公设 的 使 用 加 深 了 人 们 对 此 的 怀疑 。 人 们 注意 到 ， 欧 几 里 得 在 
《几何 原本 》 一 书 中 一 直 尽 量 避 免 使 用 这 一 公设 。 他 在 不 依靠 第 五 公设 的 情况 下 推出 前 
28 个 命题 ， 直 到 证 明 第 29 个 命题 (一 条 直线 与 两 条 平行 直线 相交 ， 则 所 成 的 内 错 角 相 
等 ， 同 位 角 相 等 且 同 旁 内 角 的 和 等 于 二 直角 ) 时 才 第 一 次 用 到 了 这 一 公设 。 这 使 人 们 做 
出 合理 的 推测 : 欧 几 里 得 之 所 以 把 它 列 为 公设 ， 不 是 它 不 可 证 明 ， 而 只 是 因为 他 本 人 没 
找到 证 明 。 如 果 是 这 样 ， 这 实在 是 这 部 千古 不 朽 巨著 的 白 壁 微 甫 。 因 为 在 一 个 完美 的 
公理 体系 中 ， 人 们 希望 能 在 命题 的 丰富 程度 不 变 的 情况 下 ， 把 公理 、 公 设 的 数目 减 至 最 
少 ， 消 除 所 有 的 多 余 公 理 、 人 公设。 因此， 如 果 能 证 明 第 五 公设 真是 多 余 的 ， 那 么 欧 几 日 
得 几何 学 的 公理 、 公 设 数目 将 会 减少 ， 这 将 洗刷 掉 欧 几 里 得 几何 学 的 “ 瑕 症 ”“ 污 ， 
完善 欧 几 里 得 几何 ， 并 使 欧 几 里 得 几何 学 的 逻辑 结构 和 美学 魅力 得 到 更 大 提高 。 
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能 否 把 第 五 公设 的 公设 资格 取消 掉 ? 这 个 诱 人 的 想法 吸引 了 欧 几 里 得 
以 后 无 数 数学 家 。 在 欧 几 里 得 时 代 之 后 2000 多 年 的 漫长 岁月 中 ， 出 于 似乎 
非常 充分 的 理由 ， 数 学 家 们 开始 寻求 公设 5 的 推导 。 像 数学 家 鞋子 里 的 小 
















































































































































































石子 一 样 ， 第 五 公设 问题 纠缠 着 一 代 又 一 代 的 数学 家 。 数 不 清 的 人 关注 它 




































































并 与 其 展开 过 斗争 。 结 果 却 是 ， 无 数 的 尝试 与 努力 都 失败 了 ， 第 五 公设 呈 
现 出 菜 种 神话 特征 ， 并 成 为 科学 史上 最 著名 的 一 个 命题 。 
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在 摆脱 第 五 公设 (也 称 平行 公设 ) 困扰 的 努力 中 ， 第 一 个 有 影响 的 工 
作 是 由 古 希 腊 天 文学 家 托 勒 密 完成 的 。 在 这 次 认真 的 尝试 中 ， 托 勒 密 采 取 
的 方式 是 直接 证 明 法 。 他 试图 通过 欧 几 里 得 的 其 他 9 个 公理 、 公 设 直 接 扒 
导出 第 五 公设 。 当 然 ， 在 寻求 证 明 的 过 程 中 ， 可 以 自由 地 应 用 除 第 五 公 


设 以 外 的 公理 、 公 设 ， 还 可 以 自由 使 月 天 证 的 
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前 28 个 命题 。 


















































托 勒 密 认 为 自己 成 功 了 。 但 在 证 明 过 程 中 ,他 假定 了 : 两 直线 平行 后 ， 另 一 与 之 
相交 直线 一 侧 内 角 成 立 的 东西 ， 也 必 在 另 一 侧 同 样 成 立 。 后 人 指出 ， 这 一 假定 事实 上 
等 价 于 第 五 公设 。 利 用 等 价 于 第 五 公设 的 命题 去 证 明 第 五 公设 ， 这 是 一 种 循环 论证 。 


这 样 的 证 明 被 宣告 是 无 效 的 。 


















































































































































托 勒 密 的 错误 在 试图 直接 证 明 第 五 公设 的 尝试 中 极为 常见 ， 循 环 推理 愚弄 了 许 许 
多 多 试图 证 明 它 的 人 ， 包 括 一 些 著 名 的 数学 家 。 下 面 这 个 故事 就 是 一 个 相关 的 例子 。 


























































































































1812 年 冬 ， 法 国 闭 名 数学 家 拉 格 朗 日 要 在 法 兰 西 科学 院 做 一 个 关于 欧 几 里 得 第 五 
公设 的 报告 。 他 对 那天 即将 发 表 的 演讲 很 有 把 握 。 然 而 就 在 演讲 前 一 刻 ， 拉 格 朗 日 对 
己 的 证 明 产 生 了 疑问 ， 感 觉 有 什么 东西 错 了 。 这 时 数学 家 勒 让 德 已 把 他 介绍 给 了 听 
众 。 拉 格 朗 日 焦虑 地 走 上 讲 合 。 在 讲台 上 ， 他 一 言 不 发 ， 只 是 徒 务 地 摸索 着 他 的 笔记 ， 
这 样 持续 了 一 段 非常 长 的 时 间 。 最 后 ， 他 拾 起 头 来 注视 着 听众 ， 用 惯常 的 虚弱 嗓音 和 
意大利 口音 ， 平 静 地 发 表 了 一 个 声明 ， 请 求 大 家 原谅 自己 。 他 声称 自己 的 证 明 存在 问 


题 ， 然 后 他 走 下 讲台 ， 走 出 了 会 闪 。 













































































































































































































































































































































































































































































故事 中 提 到 的 法 国 著名 数学 家 勒 让 德 (1752 一 1833 ) 在 同样 的 问题 上 写 下 了 更 典型 
也 更 悲壮 的 篇 章 。 






















































































勒 让 德 在 初等 数学 史上 的 名 声 主要 源 于 他 那 本 普及 而 影响 深远 的 《几何 学 基础 
在 这 本 书 中 ， 他 改进 了 欧 几 里 得 《几何 原本 》 的 讲授 方法 ， 简 化 并 重新 编排 了 许多 命 
题 。 他 的 通俗 版 本 备 受 人 们 欢迎 ， 并 成 为 后 来 初等 几何 教科 书 的 蓝本 。 在 这 本 书 的 第 
一 版 (1794) 中 ， 勒 让 德 给 出 了 自己 对 平行 公设 的 证 明 。 其 后 一 直到 1823 年 ， 在 大 约 


30 年 中 ， 勒 让 德 一 次 又 一 次 地 做 出 徒劳 的 和 努力。 一 本 数学 史书 中 对 此 描述 道 : 
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“几乎 在 他 的 《几何 学 基础 》 每 一 个 版 本 中 ， 勒 让 德 都 “证 明 ” 了 平行 公设 。 然 
而 ， 每 一 个 证 明 都 因为 不 充分 而 受到 其 他 数学 家 的 攻击 。 勒 让 德 却 是 惊人 的 固执 ,他 
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拒绝 考虑 “证 明 ” 平 行 公设 的 方法 有 可 能 是 错误 的 ， 他 总 是 在 后 来 的 版 本 中 提供 新 的 
证 明 ， 和 希望 他 的 批评 者 们 能 感到 满意 。 在 第 三 版 (1800) 中 ， 他 用 三 角形 内 角 和 来 代替 
原来 的 证 明 ， 在 第 九 版 (1812 ) 中 ， 他 放弃 了 这 个 证 明 ， 就 像 他 后 来 解释 的 那样 , “又 
回 到 了 欧 氏 简单 的 证 法 上 来 ， 参 考 了 一 些 严格 证 明 的 注释 '。 他 尤其 关心 的 是 找到 一 个 
适合 学 生 学 习 的 证 明 。 在 第 十 二 版 (1823 ) 中 ， 他 相信 自己 发 现 了 正确 的 证 明 ， 这 个 证 
明 保 留 在 他 在 世 时 出 版 的 其 他 所 有 版 本 之 中 ( 它 当 然 也 是 错误 的 ),” 
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事实 上 ， 这 样 的 无 效 证 明 反 反复 复出 现 。 许 多 数学 家 在 证 明 过 程 中 ， 不 自觉 地 
用 或 假定 了 某 个 新 的 公设 ， 在 这 个 新 的 前 提 下 推导 出 了 平行 公设 。 然 而 ， 这 个 新 公设 
和 实 上 只 是 平行 公设 的 等 价 形式 ， 是 伪装 起 来 的 平行 公设 而 已 。 这 种 努力 的 最 终结 果 


不 是 证 明了 第 五 公设 ， 而 只 是 给 出 了 第 五 公设 的 某 些 等 价 命题 。 
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另 一 类 党 试 途径 是 ， 明 确定 义 一 个 新 的 公设 来 取代 欧 几 里 得 的 平行 公设 ， 而 不 像 
前 者 那样 把 它 隐藏 在 一 个 新 定义 或 证 明 过 程 中 。 许 多 提出 的 公理 在 直观 上 似乎 更 加 不 
证 自明 一 些 ， 所 以 它们 的 创造 者 认为 他 们 已 经 达到 目标 ， 然 而 i 
八 蔡 公理 也 不 能 真正 令 人 更 满意 。 虽 然 在 这 些 奉 代 方 案 中 ， 有 的 在 陈述 上 可 能 比 欧 几 
里 得 第 五 公设 简洁 、 清 晰 ， 但 是 否 更 确凿 可 信 却 是 仁者 见 仁 的 事情 。 在 所 有 这 类 替代 
方案 中 ， 最 著名 也 是 我 们 学 习 中 经 常 采用 的 是 : 过 直线 外 一 点 有 且 只 有 一 条 直线 与 该 
直线 平行 。 这 一 受到 人 们 偏爱 并 为 我 们 所 熟悉 的 表述 通常 被 称 为 普 羔 费 尔 公 理 。 普 莱 
费 尔 (1748 一 1819) 是 当时 有 一 定名 气 的 苏格兰 物理 学 家 和 数学 家 。1795 年 ， 他 编辑 
了 一 版 欧 几 里 得 《几何 原本 》 欧 几 里 得 原来 复杂 而 元 长 的 平行 公设 被 改写 成 这 一 简洁 


明了 的 等 价 形式 。 普 莱 费 尔 的 名 字 就 赁 这 个 表述 流传 到 现在 。 
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在 漫长 的 岁月 里 ， 对 上 述 这 两 类 尝试 的 努力 一 直 持续 不 断 地 进行 着 ， 但 没有 人 获 
得 真正 成 功 。 不 过 ， 这 类 努力 也 并 非 全 无 所 获 ， 因 为 在 这 一 过 程 中 ， 人 们 得 到 了 许多 


在 逻辑 上 与 第 五 公设 等 价 的 命题 ， 由 此 加 深 了 对 第 五 公设 的 认识 。 
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“ 行 公设 等 





. 两 条 平行 线 之 间距 离 处 处 相等 (等 距 公 设 )。 


2. 在 已 知 直线 同 侧 与 它 等 距离 的 点 组 成 一 直线 。 


3 
4. 三 角形 
和 等 于 两 直角 )。 


(LA 


. 相似 三 角形 存在 。 


6. 一 四 边 形 若 一 对 对 边 相 等 ， 


. 一 直线 的 重 线 和 斜 线 总 相交 。 


乡 的 内 角 和 等 于 两 直角 (这 一 命题 还 可 弱化 为 : 存在 一 个 三 角 


且 与 第 三 边 都 成 直角 ， 


7. 一 四 边 形 若 有 三 个 内 角 为 直角 ， 


8. 和 珑 形 存在 。 


9. 勾 股 定理 成 立 。 


10. 三 角形 的 面积 不 会 都 小 于 一 个 固定 值 。 


WE 


# 价 的 命题 。 


则 其 他 两 角 都 是 直角 。 


则 第 四 个 内 角 也 是 直角 。 


个 不 共 线 的 点 ， 存 在 一 个 圆通 过 这 三 个 点 。 


新 几何 的 先行 者 












































尝试 用 平和 


日 于 正面 的 努力 没 

















ji 设 的 否 











公设 一 起 ) 出 发 是 


和 成功， 到 18 世纪 的 时 候 人 们 开始 
命题 来 代 蔡 原来 的 平行 公设 ， 并 研究 
否 会 得 出 矛盾 [e] 显然 ， 得 出 了 矛盾 ， 










































































更 用 间接 证 明 的 方法 
















































































那么 依据 归 请 法 ， 








形 ， 其 内 角 


这 样 的 公设 (与 其 他 公理 
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设 就 得 到 了 证 明 。 治 这 条 途径 取得 的 进展 表示 一 门 新 几何 正在 孕育 中 ， 而 在 这 方 男 


做 出 贡献 的 几 位 数学 家 也 因此 成 为 新 几何 的 先行 者 。 下 面 我 们 简单 介绍 其 中 几 位 的 
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在 试图 “清晰 地 证 明 这 条 颇 存 争议 的 欧 几 里 得 公理 ”的 过 程 中 ， 第 一 个 走 上 间接 
证 明道 路 的 是 意大利 数学 家 萨 凯 里 (1667 一 1733 )， 他 首先 应 用 归 廖 法 来 证 明 这 一 著 
公设 。 



































辽 凯 里 考虑 了 一 种 四 边 形 ， 如 图 所 示 ，L4= LB = 直角 ，4D= BC ， 这 一 四 边 形 


后 被 称 为 院 凯 里 四 边 形 。 
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萨 凯 里 在 不 用 第 五 公设 的 前 提 下 ， 容 易 地 推出 了 ZC = LD 。 于 是 ， 这 两 个 等 角 的 
大 小 可 能 出 现 三 种 情况 : 两 者 缘 为 直角 ， 两 者 丝 为 钝 角 ， 两 者 丝 为 锐角 。 萨 凯 里 把 它 


们 分 别称 为 直角 假设 、 钝 角 假 设 、 饮 角 假 设 。 















































































































































































































































萨 凯 里 清楚 直角 假设 等 价 于 平行 公设 。 因 此 为 了 证 明 平行 公设 ， 可 以 走 一 条 迁 回 
路 线 : 证 明 钝 角 假 设 与 锐角 假设 不 成 立 。 如 果 能 成 功 地 排除 钝 角 假 设 与 锐角 假设 的 可 


能 性 ， 那 么 就 可 得 出 两 者 角 为 直角 的 结论 ， 从 而 证 明 平 行 公设 。 
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为 此 ， 塑 凯 里 使 用 了 反 证 法 。 他 假设 钝 角 假 定 与 锐角 假定 成 立 ， 看 能 否 推 出 矛盾 。 



































































































































从 钝 角 假 定 成 立 出 发 ， 在 假定 直线 为 无 限 长 的 情形 下 (网 几 里 得 同样 含蓄 地 提出 
过 这 样 的 假定 ， 对 此 似乎 没有 人 提出 异议 )， 萨 凯 里 很 容易 推出 了 矛盾 ， 因 而 钝 角 假定 

























































































































































































但 从 锐角 假定 成 立 出 发 ， 萨 凯 里 导出 许多 稀奇 古怪 的 命题 ， 比 如 三 角 
和 小 于 两 直角 等 。 特 别 在 得 到 某 一 结论 后 ， 他 声称 “由 于 与 直线 的 自然 特性 相 矛 盾 ， 


锐角 假设 是 完全 错误 的 ”。 


ay 

















































































































































































































比 ， 萨 凯 里 确信 自己 达到 了 最 初 的 目的 ， 即 他 证 明了 欧 几 里 得 第 五 公设 ， 从 而 
辩 明 并 免除 了 欧 几 里 得 几何 中 一 直 存 在 的 这 一 大 污点 。 于 是 ， 去 世 前 几 个 月 ， 萨 凯 上 
理 成 《 欧 几 里 得 无 懈 可 击 》(1733 ) 一 书 发 表 。 他 相信 ， 在 他 的 工作 后 欧 
几 里 得 几何 学 真正 完美 无 缺 了 。 
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角 信 已 经 换 了 《 几 可 原本 》 基础 的 供 凯 里 相 Ef 己 完 全 名 以 含笑 九泉 。 然而 在 
他 死 后 30 年 ， 德 国 数学 家 克 吕 格 尔 (1739 一 1812 ) 在 其 博士 论文 中 指出 : 萨 凯 里 并 没 
得 出 了 矛盾， 而 只 是 得 出 了 奇怪 的 异 于 经 验 的 结果 而 已 。 同 时 ， 克 只 格 尔 还 对 第 五 公 


设 能 否 被 证 明 表 示 了 怀疑 。 











































































































































































































院 饥 里 与 克 如 格 尔 的 研究 启发 了 另 一 位 数学 家 : 兰 伯 特 。 


























兰 伯 特 (1728 一 1777 ) 是 德国 数学 家 。1766 年 ， 他 完成 《平行 线 理 论 》 一 书 。 在 


特 考 虑 的 是 三 个 内 角 是 直角 的 四 边 形 。 
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从 这 一 基础 图 形 出 发 ， 兰 伯 特 考虑 第 四 个 内 角 。 显 然 对 此 可 作 直 角 、 钝 角 和 锐 
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外 三 个 不 同 的 假设 。 他 还 证 明了 三 个 假设 分 别 等 价 于 三 角形 内 角 和 等 于 、 大 于 和 小 
于 180°。 
从 钝 角 假定 成 立 出 发 ， 与 萨 凯 里 一 样 ， 在 假定 直线 为 无 限 长 的 情形 下 ， 兰 伯 特 推 























































































































出 了 矛 持 ， 从 而 否定 了 钝 角 假 设 。 


















































但 在 否定 锐角 假设 时 ， 他 遇 到 了 很 大 的 困难 。 他 从 锐角 假设 出 发 ， 推 导出 各 种 结 
果 。 但 他 极力 寻求 锐角 假设 下 可 能 出 现 的 逻辑 矛盾 时 ， 却 始终 未 能 达到 目的 。 对 得 到 
的 这 些 不 包含 矛盾 的 新 命题 ， 他 没有 轻率 地 加 以 否定 。 在 努力 的 最 后 ， 他 声称 “这 条 


假设 一 点 也 不 自 相 了 矛盾”“ 应 当 有 理由 认为 ， 锐 角 假 定 远 没有 遭 到 反 了 驶 ”。 

























































































































































































































































































在 其 书 中 ， 兰 伯 特 还 提出 一 些 台 
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想 。 他 证 明了 ， 钝 角 假 设 下 大 于 两 个 直角 的 
超出 量 ， 与 在 锐角 假设 下 小 于 两 个 直角 的 亏 量 均 与 三 角形 的 面积 成 正比 ， 并 且 根 据 这 
一 结论 ， 他 推测 钝 角 假设 下 的 几何 学 对 应 着 球面 几何 学 ， 锐 角 假定 在 一 种 虚 球面 上 成 
立 。 他 的 推测 后 来 得 到 证 实 。 

















































































































































































































































































































此 外 ,他 还 具有 一 种 先进 的 观点 。 他 意识 到 任何 一 组 不 导致 矛盾 的 假说 都 提供 了 
一 种 可 能 的 几何 学 。 这 样 的 几何 学 将 会 是 逻辑 上 有 效 的 结构 ， 即 便 可 能 与 物理 形状 关 
系 不 大 。 












































































































































然而 他 似乎 深信 欧 几 里 得 的 几何 学 是 空间 真理 ， 当 他 感到 自己 难以 成 功 地 反驳 
锐角 假设 后 ， 便 放弃 了 关于 欧 几 里 得 平行 公设 的 研究 。 并 且 很 可 能 是 因为 对 自己 的 结 
论 并 不 满意 ， 他 生前 没有 出 版 他 的 《平行 线 理 论 》 直 到 他 去 世 10 年 后 ， 他 的 朋友 在 
1786 年 出 版 了 此 书 。 
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在 兰 伯 特 之 后 ， 一 位 业余 研究 数学 的 法 学 教授 施 韦 卡特 (1780 一 1859) 又 向 前 近 
进 了 一 步 。1807 年 ， 他 出 版 《平行 线 定理 1816 年 他 写 了 一 份 备忘录 ， 并 于 1818 
I 区 分 了 两 种 几何 : 欧 几 里 得 几何 与 
假设 三 角形 内 角 之 和 不 是 两 直角 的 几何 。 他 也 推导 出 一 些 在 后 一 种 几何 中 成 立 的 命 
















































































年 送 交 高 斯 征求 意见 。 施 韦 卡 特 在 自己 的 丰 
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题 ， 其 实 这 些 与 蔷 凯 里 和 兰 伯 特 根据 锐角 假定 推导 出 的 结论 是 一 致 的 。 因 为 觉得 这 


几何 可 能 在 星空 中 成 立 ， 所 以 施 韦 卡特 把 它 称 为 “星空 几何 "。 施 韦 卡 特 的 外 曙 
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努 斯 (1794 一 1874) 继续 研究 星空 几何 ， 又 得 到 一 些 新 的 结果 ， 并 发 表 《平行 线 理 i 
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(1825 ) 和 《几何 原理 》(1826)。 重 要 的 一 点 是 ， 施 圳 卡特 与 陶 里 努 斯 都 不 仅 推导 
种 新 几何 中 的 定理 ， 而 且 他 们 与 兰 伯 特 一 样 开 始 相 信 并 接受 : 可 以 选取 与 平行 
矛盾 的 其 他 公理 来 建立 逻辑 上 相 容 的 新 几何 。 
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18 世纪 后 ， 我 们 看 到 几 位 非 欧 几何 先驱 者 几乎 已 触摸 到 新 几何 脉搏 的 跳动 。 然 




































































而 ， 由 于 深 受 传统 几何 观念 的 束缚 ， 他 们 形 失 了 发 现 新 几何 的 契机 。 突 破 具有 2000 年 







































































根基 的 欧 几 里 得 几何 传统 的 束缚 ,创立 新 的 几何 观念 ， 还 需要 更 多 巨人 出 场 。 奇 妙 的 





























是 ,“ 犹 如 紫罗兰 在 春季 到 处 开放 ”，19 世纪 3 位 不 同 国籍 的 数学 家 几乎 同时 爆发 灵 
感 ， 各 有 目 独 立地 迈 出 了 决定 性 的 一 步 。 






































从 乌有 创造 一 个 新 奇 的 世界 : 
不 同 凡 响 的 二 十 几 页 





















































“你 千 万 不 要 去 磁 第 五 公设 问题 。 我 知道 这 将 带 来 什么 后 果 。 我 曾经 经 历 过 这 一 无 
底 的 黑暗 。 它 熄灭 了 我 一 生 的 所 有 光明 和 乐趣 。 我 层 求 你 放 我 想 
我 已 经 为 真理 做 出 了 牺牲。 我 已 为 除去 几何 学 的 瑕 症 并 使 其 更 加 纯净 而 奉献 出 了 我 的 
一 生 。 我 已 做 了 大 量 的 工作 ， 我 的 成 果 远 远 超 出 他 人 。 然 而 我 仍 没 有 达到 令 人 满意 的 
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结果 …… 当 我 看 到 ， 没 有 
礁石 ， 可 是 每 一 次 都 帆 破 桥 折 
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归 ， 我 曾 想 也 不 想 就 以 我 的 生命 和 欢乐 
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灭 和 失败 就 是 这 样 来 的 。 我 回 过 头 来 ， 感 到 不 安 ， 可 怜 





























须 像 惜 恶 一 切 恶 行 那样 异 恶 它 ; 



















































































E 会 剥夺 你 的 一 切 : 你 的 乐趣 、 你 的 健 





个 人 能 达到 黑暗 的 尽头 时 ， 我 就 回头 了 。 我 满怀 痛苦 地 回 
了 ， 为 自己 也 为 人 类 而 怜惜 。 我 似 曾 到 过 这 些 地 区 ， 似 曾 驶 过 这 无 底 死 海 的 每 一 块 
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己 也 可 怜 所 有 区 




















冒险 ,我 的 




















康 、 你 的 休 








， 还 有 你 一 生 的 全 部 幸福 。 这 无 底 的 黑暗 深渊 将 吞噬 一 干 个 牛顿 ; 它 永远 不 会 在 大 
































这 是 父亲 写 给 儿子 的 信 中 的 一 段 。 信 











[四 


为 同学 与 挚友 。 两 人 常 在 一 起 ， 交 流 数学 思想 或 结伴 长 途 


训 无 所 获 的 写 信 

















1796 年 ，21 岁 的 下 波 

















是 匈 牙 丰 

















称 对 欧 氏 平行 公设 问题 探讨 了 大 半 


| 数学 家 下 . 波 尔 约 (1775 一 1856 )。 


| 





辈子 
































尔 约 进 入 哥 廷 根 大 学 学 习 , 在 






































局 
子 
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斯 
高 斯 是 否 如 每 个 人 说 的 












































把 这 位 朋友 和 带 回 自己 家 。 高 斯 的 母亲 把 F. 波 尔 约 单独 
那么 聪明 ， 如 果 确 实 如 此 ， 那 么 她 





那里 他 与 关 名 数学 家 高 斯 成 











代 游 。 有 一 个 夏 


事 说 ,一 次 














































































































叫 到 屋外 ， 向 他 询问 ， 她 儿 








L 子 的 前 途 如 何 。F. 波 尔 
































回答 说 ， 高 斯 必 将 成 为 欧洲 最 伟大 的 数学 家 。 一 直 为 儿 


子 感到 
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对 眼 下 子 流 了 出 来 。 






































称 高 斯 是 “数学 的 巨人 ， 


















































从 高 高 的 苑 宠 之 下 ， 看 尽 群 星 和 渊 散 ”。 












































聚 和 高 兴 的 母亲 
种 广 为 流传 的 对 高 斯 赞美 的 话 也 是 出 自 . 波 尔 约 之 口 ， 


司 































































































































































































































































































F. 波 尔 约 在 1804~1853 年 一 直 担 任 一 所 学 院 的 数学 、 物 理学 和 化 学 教授 ,但 他 兴 
趣 很 广泛 。 他 兽人 花 大 量 时 间 写 悲剧 。 他 爱好 诗歌 ， 也 喜欢 音乐 ， 喜 欢 拉 小 提琴 。 他 还 
有 一 个 奇特 的 业余 爱好 ， 就 是 制造 设计 新 颖 的 烤 炉 。 在 数学 方面 ， 他 完成 过 大 量 基 础 
数学 的 论文 。 其 数学 代表 作 《 写 给 好 学 青年 的 数学 原理 》 试 图 建立 一 个 坚实 而 系统 的 
几何 基础 及 算术 、 代 数 、 分 析 的 基础 。 在 几何 基础 方面 ， 他 特别 注重 欧 氏 平行 公设 的 
研究 ， 如 其 信 中 所 说 ， 为 此 他 几乎 耗费 了 一 生 的 精力 ， 然 而 他 所 收获 的 只 是 失望 。 然 
























































令 他 失望 的 是 他 眼看 着 





























己 的 儿子 工 波 尔 约 竟然 也 迷 上 了 这 个 问题 。 
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BOLYAI FARKAS 1775-1856 














F. 波 尔 约 和 J. 波 尔 约 
























































J. 波 尔 约 (1802 一 1860 ) 在 少年 时 代 就 在 父亲 的 辅导 下 学 习 了 微 积 分 、 分 析 力 学 等 
高 深 学 科 的 基础 知识 。1818 年 ， 他 进入 维也纳 皇家 工程 学 院 学 习 。1822 年 毕业 分 配 至 
军事 部 门 ， 从 事 军事 研究 工作 。 与 父亲 一 样 ,J. 波 尔 约 是 一 个 多 才 多 艺 的 人 。 他 后 来 
久 有 才华 的 数学 家 闻名 ， 但 鲜 为 人 知 的 是 ， 他 还 是 一 个 充满 激情 的 小 提琴 奇才 和 技艺 
高 超 的 击剑 和 手 。 关 于 他 一 个 流传 最 广 的 故事 是 , J 波 尔 约 在 军营 和 骑兵 军官 们 一 起 时 ， 
因为 某 种 矛盾 ，13 个 官员 同时 挑战 他 。 波 尔 约 答应 了 ， 不 过 要 求 在 同一 个 人 决斗 之 后 
也 要 用 小 提琴 拉 一 小 曲 。 结 局 是 ，13 场 决斗 他 都 赢 了 ， 而 输 者 与 他 一 同 共享 了 13 首 
小 提琴 曲 。 
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约 1820 年 ， 尚 在 大 学 的 本 波 尔 约 就 已 开始 研究 平行 公设 ， 而 他 对 此 的 兴趣 无 疑 
正 来 自 他 的 父亲 。 当 得 知 儿子 着 迷 于 第 五 公设 的 研究 后 ， 早 已 对 此 心 灰 意 冷 的 波 尔 
约 在 1820 年 给 儿子 写 了 上 面 那 封 语重心长 的 信 ， 要 求 儿 子 放弃 这 种 无 望 的 研究 。 







































































































































































父亲 的 警告 对 儿子 没有 产生 影响 。J. 波 尔 约 继续 自己 的 研究 。 最 初 ， 他 从 正面 入 
手 ， 试 图 用 欧 氏 其 他 公设 来 证 明 平 行 公 设 ， 结 果 失 败 了 。 在 对 自己 所 作 研 究 进行 认真 
反思 后 ， 他 开始 转 癌 用 归 廖 法 证 明 ， 即 从 反面 来 考虑 命题 ， 看 否定 平行 公设 能 否 引出 


与 欧 氏 几何 其 他 公设 或 公理 相悖 的 结果 。 在 “已 知 一 条 直线 和 该 直线 外 的 一 点 ， 过 这 















































































































































































































































点 存在 无 数 多 条 与 已 知 直线 


平行 的 直线 ”的 假定 下 ， 经 过 严密 推理 ， 他 推出 一 系列 全 






































新 的 无 矛盾 的 结论 。 随 后 ， 他 提出 另 
















































































虽 想 : 第 五 公设 是 一 条 独立 的 公设 ， 若 


















































以 自己 的 新 假定 奉 代 “第 工 




















的 世界 。 


经 过 几 年 的 艰苦 努力 后 ， 独 
几何 学 》 时 年 21 岁 。 论 文 
年 11 月 3 日 ,JJ 波 尔 约 写 信和 
目标 是 可 能 的 。 我 虽然 还 没有 成 5 
惊 。 对 于 你 的 失败 ， 我 感到 非 ? 
会 这 样 认为 。 我 现在 可 以 说 我 已 从 乌 





















































看 到 儿子 的 论文 后 ，F. 波 尔 约 为 这 种 

















立 的 新 几何 ， 从 而 创造 出 一 个 新 























R 翌 蹊 径 的 工 波 尔 约 了 


























F 1823 年 完成 论文 《空间 的 绝对 


，J. 波 尔 约 构造 出 一 种 他 称 为 绝对 几何 的 新 几何 。1823 






























































究 的 一 定 能 达到 我 的 目标 ， 只 要 这 












































司 情 。 亲 爱 的 父亲 ， 








开 究 的 成 果 是 如 此 宏伟 ， 令 人 非常 吃 


当 你 看 到 这 些 结 果 时 ， 你 一 定 也 

































































bu 











中 创造 了 一 个 新 奇 的 世界 。” 



































父亲 准备 出 版 《 写 给 好 全 























作为 该 书 的 附录 出 版 。 丰 


























新 几何 而 感到 困惑 ， 不 能 接受 。1831 年 ,在 
书 时 , 芽 波 尔 约 希望 父亲 将 自己 的 论文 


再 三 请 求 下 ,FE. 波 尔 约 答应 了 。1831 年 6 月 20 日 ， 












































让 


























为 了 听 听 当时 最 伟大 数学 家 的 意见 ，F. 波 尔 约 写 信 给 


























己 的 朋友 高 斯 ， 并 随 信 寄 上 儿 





























子 的 论文 样稿 。 但 高 斯 没有 






























































日 ， 父 子 俩 终于 等 到 了 数学 之 








也 又 给 高 斯 去 信 。1832 年 3 月 6 











“关于 你 儿子 的 工作 ， 当 我 说 我 不 能 称赞 他 时 ， 你 一 定 会 感到 震惊 …… 因 为 称赞 他 


























便 等 于 称赞 我 自己 。 文 章 的 所 有 



























































， 你 儿子 采取 的 思路 、 方 法 以 及 所 达 结 果 ， 和 我 









































在 30 至 35 年 前 已 目 同 ， 我 走 是 被 这 些 结果 吓 住 了 。 关 于 我 自 






























































己 的 结果 ， 虽 然 有 

















部 分 已 经 写 好 ,1 





辈子 不 愿 发 表 它 们 的 。 大 多 数 人 对 
































于 我 们 所 讨论 的 问题 都 抱 着 不 正确 L 只 有 少数 几 个 人 才 感 兴趣 …… 我 本 



































来 打算 把 它们 统统 写 下 来 ,免得 









































个 劳动 了 ， 更 让 我 高 兴 的 是 ， 替 代 我 做 这 从 





























们 和 我 一 同 被 淹没 。 让 我 高 兴 的 是 现在 可 以 免 去 这 
F 工 作 的 正 是 我 老 朋 友 的 儿子 。” 
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J. 波 尔 约 没 有 为 数学 之 王 信 中 “头等 品质 的 天 才 ” 的 赞 语 而 高 兴 ， 相反 他 为 高 斯 
信 中 自称 早已 发 现 这 种 新 几何 而 感到 心情 沉重 ， 他 不 相信 别人 比 他 更 早 得 到 同一 结 
果 ， 他 认定 高 斯 在 这 个 发 现 上 要 以 自己 的 声望 争夺 新 几何 的 优先 权 。 为 此 而 诅 丧 的 
波 尔 约 陷于 失望 中 。1840 年 ， 男 一 位 俄国 数学 家 写 的 关于 非 欧 几何 的 德 文 闭 作 出 版 ， 
这 使 波 尔 约 更 为 灰心 丧气 。 后 来 ， 他 基本 放弃 了 数学 研究 ， 以 致 未 能 在 数学 上 获得 


更 大 的 成 就 。 









































































































































































































































记 


















































这 位 在 数学 上 未 获 当时 数学 界 认可 的 年 轻 人 在 生活 中 的 经 历 也 颇 为 坎坷 。1833 
年 ， 他 不 幸 草 车祸 致 残 ， 于 是 退役 回 到 父亲 家 里 ,不 久 后 母亲 去 世 ， 而 父子 在 一 起 
并 不 和 睦 ， 两 人 和 常 有 冲突 ， 最 后 了 波 尔 约 迁 至 偏僻 地 区 过 着 隐居 式 的 生活 。1834 
年 ， 他 与 一 当地 妇女 结婚 ， 生 有 三 个 孩子 ， 生 活 极端 艰苦 。1856 年 ， 其 父 去 世 ， 同 
FE 他 又 与 妻子 中 断 了 关系 。1860 年 1 月 7 日 , J 波 尔 约 结束 了 忧伤 痛苦 的 一 生 。 死 
后 芋 入 无 名 公共 ， 此 公 菇 的 记事 本 上 登记 说 :“ 此 人 一 生 没 有 什么 意义 。” 然 而 ， 历 史 
没有 遗忘 这 位 非 欧 几何 的 发 现 者 。1894 年 ,匈牙利 数 学 物理 学 会 为 他 主持 修复 了 葛 
地 ， 并 建造 雕像 ， 供 人 景仰 。1905 年 ,匈牙利 科学 院 高 度 表彰 了 他 的 功绩 ,颁发 了 
以 他 的 名 字 命 名 的 国际 数学 奖 ， 以 奖励 那些 为 数学 进展 做 出 巨大 贡献 的 人 。 而 他 用 
拉丁 文 写 的 ， 并 以 附录 形式 发 表 的 仅 26 页 的 论文 《绝对 空间 的 科学 》(1832 ) 亦 被 称 
为 “思想 史上 最 不 同 凡响 的 二 十 几 页 ”"。 因 “附录 ”的 拉丁 文 是 “Appendix”， 后 来 
人 们 把 这 篇 论文 称 作 “ 阿 丘 的 克 斯 ”"。J. 波 尔 约 终 于 因 自 己 发 现 的 “新 奇 的 新 世界 ” 
而 永久 铭刻 在 数学 史上 。 
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正如 下. 波 尔 约 生动 比喻 的 “紫罗兰 在 春季 到 人 处 开放 ”， 在 J 波 尔 约 之 前 与 之 后 都 
有 人 发 现 了 第 五 公设 的 不 可 证 明 性 和 非 欧 几何 的 原理 ， 从 而 共享 非 欧 几何 创建 者 的 



















































































采 誉 。 


高 斯 与 非 欧 几 何 























在 J 波 尔 约 发 现 一 个 新 奇 的 新 世界 之 前 ， 认 识 到 可 能 存在 一 种 新 几何 学 的 是 数学 
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王 高 斯 。 












































正如 在 给 波 尔 约 父子 的 回信 中 所 说 ， 高 斯 早 在 15 岁 时 就 认识 到 能 够 存在 一 种 逻辑 
几何 ， 其 中 欧 氏 平行 公设 不 成 立 。 其 后 ， 他 对 这 种 新 几何 的 认识 逐渐 深入 。1799 年 1 
月 17 日 ， 他 写 信 给 老 朋友 下 . 波 尔 约 :“ 我 在 工作 中 已 有 所 进展 。 然 而 我 所 选择 的 路 径 
根本 不 会 引 疝 我 们 所 追求 的 目标 ， 而 你 对 我 言 之 浅 溺 已 到 达 这 个 目标 。 但 我 的 工作 似 
乎 促使 我 怀疑 几何 学 本 身 的 真理 性 。 的 确 ， 我 已 偶然 得 到 了 和 多数 人 会 当成 是 (从 其 他 
的 公理 推导 出 欧 几 里 得 平行 公设 的 ) 证 明 的 许多 东西 ， 但 在 我 看 来 这 什么 也 没 证 明 。” 
9 1813 年 以 后 ， 他 进一步 发 展 了 他 的 新 几何 学 ， 最 初 称 之 为 反 欧 几 里 得 几何 ， 后 叉 叫 
超 感 觉 世 界 几 何 学 ， 最 后 改称 为 “ 非 欧 几 里 得 几何 ”。 因 此 “ 非 欧 几何 ”这 个 名 称 正 是 
来 自 高 斯 。 他 深信 该 几何 在 逻辑 上 是 相 容 的 。 在 1824 年 11 月 8 日 写 给 朋友 的 一 封 信 
中 ,他 写 道 : “假定 三 角形 内 角 之 和 小 于 180? 会 导出 一 种 奇怪 的 几何 ， 它 与 我 们 的 欧 
式 几 何 授 然 不 同 ， 但 完全 相 容 ， 我 已 经 将 其 发 展 得 完全 满意 了 。 这 种 几何 的 定理 看 起 
来 是 怪 论 ， 对 于 没入 其 道 的 人 来 说 是 充 座 的 ， 然 而 静心 沉思 ， 发 现 它们 绝 没 有 包含 不 


可 能 的 东西 。 
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但 行事 并 慎 的 高 斯 意识 到 这 种 新 思想 会 促 击 欧 几 里 得 几何 的 权威 ， 也 与 人 们 的 常 
识 相悖 ， 还 会 挑战 当时 盛行 于 欧洲 的 康德 哲学 ， 担 心 这 必 将 遭受 世人 的 攻击 和 耻 笑 。 
在 写 给 朋友 的 信件 中 ， 他 坦诚 了 自己 的 担心 : “假如 我 不 保守 秘密 的 话 ， 黄 蜂 会 围绕 我 
的 耳 条 飞 。 “我 惧怕 在 我 大 声 讲 出 我 的 观点 之 后 ， 会 引起 维 奥 蒂 亚 人 的 鼓 噪 。” 维 奥 傍 
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亚 人 是 十 希腊 一 个 以 愚昧 著称 的 部 落 ， 高 斯 借 此 影射 那些 缺乏 想象 力 又 不 开化 的 愚 钝 
的 会 反对 他 的 人 。 于 是 ， 数 学 之 王 诀 定 对 自己 关于 非 欧 几何 的 发 现 秘 而 不 宣 。 在 他 生 
前 ， 他 关于 非 欧 几何 的 工作 主要 通过 私人 信件 透露 给 朋友 ， 另 外 就 是 发 表 在 《 哥 廷 根 
学 报 》1816 号 和 1822 号 上 的 两 篇 短评 ， 以 及 1831 年 与 之 相关 的 笔记 。1855 年 高 斯 去 
世 后 ， 他 的 私人 信件 及 笔记 公 之 于 世 ， 他 关于 非 欧 几 何 的 研究 才 为 人 所 知 ， 并 引起 人 
们 的 重视 。 
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对 公开 发 表 自己 的 成 果 顾 虑 重重 的 高 斯 而 言 ， 这 并 非特 例 。 这 位 立论 极端 谨慎 的 
数学 之 王 遵 循 的 原则 是 “ 少 些 ,但 要 成 熟 "”“ 不 留 下 进一步 要 做 的 事情 ” “极度 严格 的 
要 求 "。 这 些 原则 使 得 他 的 众多 思想 都 没有 及 时 得 以 发 表 。1898 年 ， 人 们 发 现 了 一 本 
高 斯 的 日 记 。 这 本 车 名 的 数学 日 记 开 始 于 高 斯 发 现 正 多 边 形 做 法 的 那 一 天 ， 即 1796 年 
3 月 30 日 , 日 记 上 最 后 的 日 子 是 1814 年 7 月 9 日 。 这 本 日 记 用 密码 的 形式 记录 下 了 
许多 伟大 的 数学 成 果 ， 包 括 146 条 短 条 目 ， 除 了 两 条 外 ， 其 余 的 都 被 解释 了 。 对 此 美 
国 数学 史家 贝尔 评论 说 :“ 在 高 斯 死 后 ， 人 们 才 知 道 他 早 就 预见 了 一 些 19 世纪 的 数学 ， 




































































































































































































































































































































































而 且 在 1800 年 之 前 已 经 期 竺 它们 的 出 现 。 如 果 他 能 把 所 知道 的 一 些 东 西 泄漏 ， 很 可 能 
现代 数学 比 目 前 还 要 先进 半 个 世纪 或 更 多 的 时 间 。” 







































































































































































几何 学 的 哥伦布 

















在 非 欧 几何 的 创立 中 ， 发 现 稍 晚 于 J 波 尔 约 ， 但 论述 最 完整 深入 ， 并 坚决 捍卫 这 
种 新 几何 的 是 罗 巴 切 夫 斯 基 (1792 一 1856 )。 



























































罗 巴 切 夫 斯 基 出 生 于 一 个 贫穷 的 家 庭 。1807 年 春 ，14 岁 的 罗 巴 切 夫 斯 基 升 入 喀 
大 学 ， 从 此 与 这 所 学 校 结 下 了 不 解 之 缘 。 从 学 生 到 教授 ， 从 系 主 任 到 校长 ， 他 在 这 
里 度 过 了 40 个 春秋 。 作 为 一 名 学 生 ， 他 听 过 许多 著名 教授 的 课 ， 并 以 杰出 的 数学 才能 
赢得 了 教授 们 的 欣赏 。 作 为 一 名 能 干 的 教师 ， 他 教授 过 许多 门 数 学 和 物理 课程 ， 并 了 
1822 年 成 为 常任 教授 。 作 为 一 名 行政 人 员 ， 他 在 喀 山大 学 担任 过 许多 种 职位 。 他 曾 担 
任 过 学 校 的 图 书馆 馆 长 和 博物 馆 馆 长 。 在 没有 任何 助手 的 情况 下 ， 他 一 个 人 完成 了 所 
工作， 使 得 图 书馆 和 博物 馆 恢 复 了 秩序 。 还 有 一 次 ， 俄 罗斯 政府 决定 整修 喀 山 大 学 
校园 的 古老 建筑 ， 并 建 一 些 新 楼 。 罗 巴 切 夫 斯 基 负 责 工程 质量 和 经 费 使 用 。 为 了 更 好 
地 完成 任务 ， 他 学 习 了 建筑 ， 熟 练 地 掌握 了 这 门 学 问 ， 结 果 新 建 和 改建 的 楼 都 非常 漂 





























































































































































































































































































































































































































实用 ， 而 且 建 设 费 用 比 预 算 的 还 少 。 由 于 他 工作 卓著 ，1827 年 ， 深 受 同事 们 敬重 
































营 而 
的 他 被 选举 担任 喀 山 大 学 校长 。 深 爱 自 己 大 学 的 罗 巴 切 夫 斯 基 在 成 为 校长 之 后 ， 仍 会 
训 不 犹豫 地 做 那些 最 琐碎 的 杂 务 。 有 一 则 与 之 有 关 的 有 名 轶 事 ， 一 次 有 个 车 名 的 外 宾 
来 访 ， 正 遇 上 衣冠 不 整 的 校长 在 擦 地 板 ， 就 把 他 错 当 成 看 门人 ， 请 他 领 着 参观 学 校 的 
图 书馆 和 博物 馆 。 来 客 对 看 门人 的 礼貌 和 学 识 大 为 欣赏， 参观 结束 后 ， 要 给 他 一 笔 小 
费 。 令 他 惊讶 的 是 ， 看 门人 拒绝 ， 来 客 把 这 一 行为 看 作 一 个 高 做 的 看 门人 的 怪 辛 。 当 
天 晚上 在 领导 席 上 ， 两 人 经 过 介绍 相互 认识 了 ,于 是 都 向 对 方 表示 歉意 。 由 于 他 的 出 
色 工 作 ， 数 年 之 后 喀 山大 学 成 为 俄国 的 一 流 大 学 。 
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罗 巴 切 夫 斯 帮 
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而 作为 数学 家 的 罗 





罗 巴 切 夫 斯 基 从 1815 和 








































































































道路 则 坎坷 得 多 。 


























最 初 他 也 是 循 着 前 人 的 思路 ， 试 































































































I 证明 是 错误 的 。 前 人 和 自己 的 失败 从 
企 “ 过 平面 上 直线 外 一 点 ， 至 少 可 引 两 条 直线 与 已 



























































反面 品 忆 
知 直 线 平行 ” 
没有 任何 逻辑 































































































































































































导 到 的 结果 代表 着 
至 不 可 思议 的 。 例 如 ， 在 i 


























































































































无 矛盾 





“ 虚 几 何 学 ”。 


1826 年 2 月 
一 篇 关于 非 欧 几 何 的 论 
非 欧 几何 的 诞生 。 
， 他 在 喀 





i829 年 























其 后 ， 











的 ， 它 可 以 同 欧 
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3 是 它 本 身 是 
























































罗 巴 切 夫 斯 基 把 自己 发 现 的 这 种 新 几何 称 关 
























































斯 基于 喀 山大 学 物理 数学 系 学 术 会 议 上 宣读 了 他 的 









































平行 线 定理 严格 证 明 的 摘要 》。 这 标志 背 
和 于 何人 的 兴趣 ， 后 来 连 原稿 也 被 遗失 了 。 
了 最 早 的 非 欧 几 何 文 献 “ 论 几何 学 原理 ”。 

论述 非 欧 几何 原理 及 应 用 的 文章 。1840 














然而 ， 他 的 论文 并 未 引起 

































































也 继续 


























FE， 他 用 德 文 发 表 了 《平行 
口授 完成 他 最 后 的 著作 《 论 几 何 学 》 
认可 。 在 创立 和 发 


































































































究 ) 1855 年 ， 在 双 目 失明 的 情况 下 ， 他 



































巴 切 夫 斯 基 的 不 懈 努 力 在 当时 并 未 获得 

































































展 非 欧 几何 的 艰难 历程 

















得 的 不 是 和 























里 解 的 著作 。 























1， 几 乎 一 直 是 孤军 奋战 的 罗 巴 切 夫 斯 基 赢 























声 与 声 惟 ， 























“ 维 奥 蒂 亚 人 的 鼓 噪 "。 


















































时 这 彼得 堡 科 生 院 审 评 时 ， 作为 审 评 的 






















































































写 道 :“ 看 来 ， 作 者 则 在 写 出 一 部 使 人 不 能 
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作 刘 误 过 












































此 我 得 出 结论 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 校 长 的 这 部 车 
”除了 权威 的 训 讽 还 有 匿名 者 的 攻击 。 有 人 
















































































六 匿名 形式 撰文 对 人 身 攻 击 :“ 罗 巴 切 夫 斯 基 #9 








生 这 位 数学 管 tt 
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任教 授 为 了 什么 重要 目的 而 写 一 本 甚至 不 能 给 最 差 学 校 的 小 学 教员 带 来 采 誉 的 书 呢 ? 
一 个 教员 即使 没有 学 问 ， 至 少 还 应 当 具 有 理智， 而 在 新 的 几何 里 往往 连 这 一 点 也 很 缺 
乏 ……” 在 文章 的 结尾 处， 作者 训 讽 道 :“ 为 什么 不 把 标题 《几何 学 原理 》 写 成 《对 几 


何 学 的 讽刺 ?几何 学 漫画 》 呢 ?” 
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在 逆境 中 奋斗 不 止 的 罗 巴 切 夫 斯 基 始 终 没 能 遇 到 他 的 公开 支持 者 。 当 他 的 德 文 若 
作 《 和 平行 线 理论 的 几何 研究 》 出 版 后 ， 高 斯 阅读 了 这 本 名 若 ， 并 私下 称赞 罗 巴 切 夫 斯 
基 是 “俄国 最 卓越 的 数学 家 之 一 "， 并 下 决心 学 习 俄语 ， 以 便 直接 阅读 罗 巴 切 夫 斯 基 的 
全 部 非 欧 几何 著作 。 但 另 一 方面 ， 高 斯 却 勾 不 愿 公开 出 面 支持 罗 巴 切 夫 斯 基 。 后 3 
积极 推选 罗 巴 切 夫 斯 基 为 哥 廷 根 旦 家 科学 院 通 讯 院士 ， 可 是 在 评选 会 上 和 他 亲笔 写 
给 罗 巴 切 夫 斯 基 的 推选 通知 书 中 ， 对 罗 巴 切 夫 斯 基 在 数学 上 的 最 卓越 贡献 一 一 创立 非 


欧 几 何 却 避 而 不 谈 。 
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硬 对 各 种 攻击 与 挫折 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 表 现 出 非 几 的 勇气 。 他 对 新 几何 的 远大 前 途 
抱 有 坚定 信念 ， 并 在 孤 境 中 为 其 生存 和 发 展 奋 斗 了 30 多年。 然而， 他 的 创造 性 工作 在 
其 生前 始终 没 能 得 到 学 术 界 的 重视 和 承认 。 但 历史 是 公正 的 。 当 长 期 无 人 问津 的 非 欧 
几何 获得 学 术 界 的 普遍 注意 和 深入 研究 后 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 的 独创 性 研究 开始 得 到 学 术 
界 的 高 度 评价 和 一 致 赞美 ， 他 本 人 则 被 赞誉 为 “几何 学 中 的 哥 白 尼 ”。 罗 巴 切 夫 斯 基 与 
哥 白 尼 之 间 确 实 有 着 有 趣 的 相似 性 : 都 是 斯 拉夫 人 ， 在 科学 思想 和 科学 观点 方面 都 引 


起 了 革命 ， 都 是 人 类 宇宙 观 革 命 的 领袖 人 物 。 


















































































































































































































































































































































































































































如 上 面 所 介绍 的 , J 波 尔 约 、 高 斯 、 罗 巴 切 夫 斯 基 三 人 彼此 独立 地 发 现 了 非 欧 几 
何 ， 并 且 单 就 发 现 新 几何 的 时 间 上 来 说 ， 高 斯 在 先 , J. 波 尔 约 也 略 早 于 罗 巴 切 夫 斯 基 。 
但 是 ， 就 论文 发 表 的 时 间 之 早 ， 论 证 之 完整 ， 内 容 之 丰富 ， 以 及 终生 不 渝 宣传 、 捍 卫 
新 几何 的 功绩 而 言 ， 高 斯 与 J 波 尔 约 都 无 法 同 罗 巴 切 夫 斯 基 相 比 。 因 此 ， 这 一 不 同 于 
欧 氏 几何 的 新 几何 又 被 称 为 罗氏 几何 。 由 于 三 人 的 基本 思想 非常 相似 ， 下 面 我 们 就 以 
罗 巴 切 夫 斯 基 的 研究 为 例 ， 简 单 介绍 一 下 他 们 的 发 现 。 






















































































































































































































































































:1141 


NSS A | 


a 
re 
DD 


罗氏 几何 简介 






































罗氏 几何 与 欧 氏 几何 最 基本 的 不 同 之 人 处 在 于 平行 公设 。 在 欧 氏 几何 中 ， 平 行 公设 
多 种 等 价 形式 ， 其 中 最 为 我 们 熟知 的 是 善 莱 费 尔 公 设 : 过 直线 外 一 点 有 且 只 有 一 条 
直线 与 该 直线 平行 。 在 罗氏 几何 中 ,平行 公设 采用 了 普 羔 费 尔 公设 的 一 种 否定 形式 : 
过 直线 外 一 点 ， 至 少 可 以 作 两 条 直线 和 这 条 直线 不 相交 。 这 一 命题 被 称 为 罗 巴 切 夫 斯 
基 公 理 。 以 此 替代 欧 氏 几何 中 的 平行 公设 ， 而 其 他 公设 都 保持 不 变 ， 则 构成 了 罗氏 几 
何 的 公理 系统 。 显 然 ， 凡是 不 涉及 平行 公设 的 几何 命题 ， 在 欧式 几何 中 如 果 是 正确 的 ， 
在 罗 式 几何 中 也 同样 是 正确 的 。 但 由 于 平行 公设 不 同 ， 在 欧 氏 几何 中 ， 凡 涉及 平行 公 
设 的 命题 ， 在 罗氏 几何 中 都 不 再 成 立 。 事 实 上 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 经 过 演绎 推理 引出 】 


连 串 与 欧式 几何 内 容 不 同 的 新 的 几何 命题 。 
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b= by 


E， 由 罗氏 平行 公设 出 发 可 以 直接 得 到 下 列 结果 : 过 直线 外 一 点 在 同一 平面 内 


可 以 作 无 穷 条 直线 与 给 定 直线 不 相交 。 




































































了 IS: 
Pp 
x(a) 
2 a 
A B 
































如 图 所 示 ， 根 据 罗 巴 切 夫 斯 基 公 理 ， 过 直线 4B 外 一 点 已 ， 至 少 有 两 条 直线 与 直线 
AB 不 相交 。 于 是 ， 可 以 把 过 PP 的 所 有 直线 分 为 两 类 : 一 类 与 48B 相交 ， 男 一 类 与 4B 
不 相交 。 然 后 可 以 考虑 所 有 过 P 且 不 与 48B 相交 的 直线 的 极限 情形 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 证 
明 这 样 的 直线 有 两 条 ， 图 中 我 们 用 QS、7R 表示 。 这 两 条 直线 具有 特征 : 它们 都 不 与 




























































































































































































































































































AB 相交 ， 而 且 它们 所 成 夹 角 (图 中 LSPR ) 内 的 所 有 直线 也 都 不 与 4B 相交， 但 所 有 
于 ZOPR 内 的 直线 都 与 48 相交 。 也 就 是 说 ，QS、TR 构成 了 所 有 不 与 48 相交 的 直线 
的 边界 。 罗 巴 切 夫 斯 基 把 这 两 条 线 称 为 48 的 平行 线 ， 而 把 夹 在 两 线 之 间 与 48 不 相交 
的 直线 称 为 不 相交 直线 (也 称 发 散 线 )。 如 果 按 不 相交 即 平行 的 通常 意义 理解 ， 那 么 我 
们 可 以 说 ， 在 罗氏 几何 中 过 直线 外 一 点 可 以 引 无 穷 多 条 直线 与 给 定 的 直线 平行 。 
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罗 巴 切 夫 斯 基 还 把 人 OPR 的 一 半 称 为 “平行 角 ”"， 并 证 明了 这 个 角 是 点 了 到 直线 
AB 的 距离 a 的 函数 ， 因 此 可 把 平行 角 记 为 x(a) 。 显 然 ， 在 欧 氏 几何 
90°? 。 但 在 罗氏 几何 中 ， 这 个 角 随 着 a 的 变化 而 变化 。 上 有 具体 而 言 ， 随 着 a 趋 于 无 穷 , 平 


Ms 


行 角逐 浙 减 少 旦 趋 于 0; 随 着 a 趋 于 0， 平行 角逐 渐 增 加 且 趋 于 90° 。 
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以 上 述 讨 论 为 出 发 点 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 得 出 了 更 多 不 同 于 欧 氏 几何 的 令 人 惊奇 的 结 
果 。 我 们 举 其 中 几 个 例子 。 

























































































口 在 欧 氏 几何 中 ,平行 线 间 的 距离 是 常数 ， 但 在 罗氏 几何 中 情形 却 大 不 相 
同 。 平 行 线 间 不 再 等 距 ， 而 且 情况 还 比较 复杂 。 如 图 所 示 ， 者 直线 a 与 直线 六 
是 罗 巴 切 夫 斯 基 意 义 上 的 平行 线 ， 则 两 直线 在 平行 角 的 一 侧 无 限 地 接近 ， 即 
两 者 间 的 距离 逐渐 变 小 并 趋 近 于 0， 而 在 另 一 侧 无 限 地 远离 ， 即 两 者 间 的 距离 
逐渐 增 大 并 趋 于 无 穷 。 但 大 直线 4 与 直线 5 是 罗 巴 切 夫 斯 基 意 义 上 的 发 散 线 ， 

则 两 直线 之 间 的 距离 在 P 点 处 最 短 ， 此 时 的 垂 线 PO 称 为 这 对 分 散 直 线 的 公 

型 线 ， 在 公 垂 线 两 侧 这 对 分 散 直 线 都 无 限 远 离 ， 即 两 者 间 的 距离 者 逐渐 增 大 

并 趋 于 无 穷 。 
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B B' 0 


同一 直线 的 垂 线 和 和 斜 线 不 一 定 相交 。 













































































如 果 两 条 直线 与 第 三 条 直线 相交 且 内 错 角 相等 ， 那 么 这 两 条 直线 是 发 散 的 。 
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条 直线 相交 ， 在 平行 方向 上 的 同 旁 内 角 之 和 小 于 两 直角 。 
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三 角形 三 条 高 线 不 一 定 相 交 于 一 点 。 


























































































































三 角形 内 角 之 和 小 于 180° ， 而 且 随 着 三 角形 面积 的 增 大 而 减 小 。 形 面积 


越 小 ， 其 内 角 和 越 接 近 于 180° ; 当 面积 无 限 增 大 时 ， 其 内 角 和 趋 于 零 。 
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若 两 三 角形 的 三 内 角 对 应 相等 ， 则 两 三 角形 必 全 等 ， 即 不 存在 相似 而 不 全 等 






























































不 存在 面积 任意 大 的 
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到 一 条 直线 等 距离 的 点 的 轨迹 不 是 直线 ， 而 是 一 条 特殊 曲线 ， 叫 作 等 距 线 。 
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半径 无 限 增 大 的 圆周 的 极限 不 是 直线 ， 而 是 一 种 特殊 曲线 ， 叫 作 极限 圆 。 















































， 能 够 作 的 或 者 是 一 个 





通过 三 点 并 不 总 能 作 一 个 区 


或 者 是 一 条 等 距 线 。 


引 ， 或 者 是 一 个 极限 圆 ， 
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勾 股 定理 不 成 立 。 

















ESNARSANANANE 


~ 
心 
人 























列 周 长 与 半径 不 成 正比 ， 而 是 更 迅速 地 增长 。 



































虽然 罗氏 几何 与 欧 氏 几何 有 如 此 大 的 差别 ， 但 它 却 具 有 一 个 重要 性 质 : 在 充分 小 
的 区 域内 ， 它 与 欧 氏 几何 差异 很 小 。 换 一 种 说 法 ， 欧 氏 几 何 可 看 作 是 罗氏 几何 的 极限 
情形 。 因 而 ， 如 果 在 罗氏 几何 中 添加 上 这 个 极限 情形 ， 则 它 也 包括 了 欧 氏 几何 。 在 这 
个 意义 下 ， 欧 氏 几 何 成 了 罗氏 几何 的 一 个 特例 ， 而 罗氏 几何 就 是 一 种 更 普遍 的 几何 学 。 
因为 这 个 缘故 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 把 自己 的 几何 体系 命名 为 “ 泛 几何 学 ”"， 即 普遍 的 几 


何 学 9 















































RW 







































































































































































正 











Ea 


.145. 


NS 


2 
玉 
Ce 


第 四 节 
非 欧 几何 的 发 展 与 确认 



































罗 巴 切 夫 斯 基 、 高 斯 、J. 波 尔 约 各 自 独立 地 提出 了 本 质 上 相同 的 一 种 非 
欧 几 何 ， 宣 布 了 非 欧 几何 的 诞生 。 在 罗氏 几何 问世 后 ， 新 的 问题 马上 摆 在 数 
学 家 面前 : 除 罗氏 几何 外 ， 是 否 还 存在 其 他 可 能 的 非 欧 几何 ， 非 欧 几 何 真 的 
不 存在 逻辑 矛盾 吗 ? 随 着 非 欧 几 何 的 发 展 与 非 欧 几 何 模型 的 建立 ， 问 题 迎 邦 
而 解 ， 非 欧 几 何 也 终于 在 其 创立 者 去 世 后 获得 了 数学 办 的 广泛 认同 。 











































































































































































































黎 曼 几何 : 非 欧 几何 的 发 展 





1854 年 春天 ， 一 位 名 叫 黎 曼 的 年 轻 人 为 他 的 前 途 和 即将 面临 的 考试 感 
到 忧虑 不 安 。 他 已 经 28 岁 了 ， 尚 未 能 自立 ， 他 靠 父 亲 每 月 寄 的 不 多 的 钱 过 
着 贫困 的 生活 。 他 谦虚 地 写 信 给 家 人 说 ， 柏 林 和 哥 廷 根 的 最 著名 的 教授 人 
都 竺 他 好 到 不 可 言 状 。 他 已 经 获得 博士 学 位 。 现 在 为 获得 一 个 (无 薪 ) 讲师 
聘 约 ， 他 必须 在 哥 廷 根 哲 学 系 全 体 教师 面前 做 一 个 满意 的 就 职 演讲 。 高 斯 
是 黎 曼 的 导师 。 黎 曼 已 向 他 提交 了 三 个 备 选 题目 。 按 照常 规 ， 导 师 一 般 选 


































































































t= 








































































































































































































择 备 选 题目 中 的 第 一 个 或 者 第 二 个 。 然 而 ， 高 斯 对 第 三 个 题目 “几何 基础 ”更 感 兴趣 。 
因为 这 个 深刻 而 新 颖 的 题目 ， 高 斯 本 人 已 经 仔细 考虑 了 几 十 年 。 大 约 出 于 好 奇 ， 他 想 
知道 这 位 年 轻 人 对 这 一 深奥 的 问题 会 讲 些 什么 。“ 头 两 个 我 已 经 准备 得 很 好 了 ,” 黎 曼 
给 司 哥 的 信 中 写 道 ,“ 但 是 高 斯 挑选 了 第 三 个 ， 因 此 现在 我 很 但 恐 不 安 。 
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处 于 绝境 的 黎 曼 ， 在 经 过 大 约 七 周 的 时 间 后 ， 完 成 了 自己 的 论文 《关于 构成 几何 
基础 的 假设 》 并 在 1854 年 6 月 10 日 进行 了 就 职 演 讲 。 黎 曼 的 这 次 历史 性 演讲 很 少 涉 
及 数学 细节 ， 但 蕴涵 着 大 量 有 益 于 几何 学 如 何 发 展 的 真知 灼 见 。 演 讲 结束 后 ， 为 黎 曼 
论文 所 震惊 的 高 斯 在 步行 回 家 的 路 上 怀 着 不 寻常 的 热情 向 他 的 同事 韦伯 表示 了 他 对 黎 
曼 所 提 思 想 的 最 高 度 的 赞赏 。 历 史 也 已 证 明 ， 这 篇 论文 确 是 数学 史上 的 伟大 杰作 。 下 
看 我 们 先 提 一 下 他 在 这 一 论文 中 所 建立 的 一 门 不 同 于 欧 氏 几何 也 不 同 于 罗氏 几何 的 新 
几何 : 黎 氏 几何 。 
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ss 
这 
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在 黎 氏 几何 设 可 表述 为 : 经 过 给 定 直线 外 一 点 ， 不 存在 该 直线 的 平行 
线 。 换 言 之 ， 平 面 上 任何 两 条 直线 都 相交 。 事 实 上 ， 黎 曼 的 平行 公设 等 价 于 萨 凯 里 等 
的 钝 角 假 设 。 但 在 黎 曼 之 前 ， 这 一 假设 被 认为 与 直线 可 以 无 限 延 长 ( 欧 氏 公设 2) 的 假 


定 了 矛盾 ， 因 而 从 萨 山里 到 罗 巴 切 夫 斯 基 都 否定 了 这 一 假设 。 







































































































































































































































































为 了 使 自己 的 平行 公设 成 立 ， 黎 曼 对 欧 几 里 得 的 第 二 公设 做 了 批判 性 的 审查 ， 对 
“无 限 性 ”与 “无 界 性 ”这 两 个 概念 做 了 区 分 。 他 认为 直线 可 以 无 限 延 长 
长 短 是 无 限 的 ， 只 不 过 是 说 ， 它 是 无 端的 或 无 界 的 。 在 这 种 区 分 后 ， 黎 曼 用 “直线 的 
无 界 性 ”代替 了 “直线 的 无 限 性 ”"。 由 此 ， 他 可 以 用 修正 后 的 公设 2 (直线 是 无 界 的 但 
长 度 有 限 )、 修 正 后 的 公设 5 (平面 上 任何 两 条 直线 都 相交 )， 以 及 欧 氏 几何 的 其 他 公设 
为 基础 无 矛盾 地 演绎 出 第 二 种 非 欧 几何 : 黎 氏 几何 。 
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于 是 ， 在 通常 的 欧 氏 几何 之 外 ， 我们 又 添加 了 两 种 非 欧 几何 : 罗氏 几何 与 黎 氏 几 
何 ， 它 们 统称 为 非 欧 几何 。 为 避免 误解 ， 这 里 有 必要 说 明 两 点 。 一 点 是 ， 非 欧 几何 这 
术语 有 几 种 不 同 的 含义 。 最 狭义 的 理解 是 ， 非 欧 儿 何 单 指 罗氏 几何 ; 通常 意义 上 ， 
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非 欧 几何 指 罗 氏 几 何 和 黎 氏 几何 ; 还 有 一 种 广义 的 理解 ， 泛 指 一 切 和 欧 氏 几何 不 同 的 
几何 。 男 一 点 是 ， 黎 氏 几 何 这 一 术语 也 应 用 于 两 种 场合 。 狭 义 的 理解 即 是 上 面 我 们 所 
指 的 意思 。 广 义 的 理解 则 是 后 面 我 们 要 提 到 的 涵盖 面 广泛 得 多 的 黎 曼 几何 。 一 种 可 以 
避免 歧义 的 方式 是 采用 新 的 命名 方式 。1871 年 ， 著 名 数学 家 克 莱 因 把 欧 氏 、 罗 氏 、 黎 
氏 这 3 种 几何 进行 了 重新 命名 : 欧 氏 几何 称 为 抛物 几何 ， 罗 氏 几 何 称 为 双 曲 几何 ， 黎 
氏 几 何 称 为 椭圆 几何 。 如 此 命名 的 缘由 在 于 :“ 抛 物 ” 一 词 在 希腊 文 的 意思 是 “ 既 非 不 
是 也 非 过 量 ”， 这 里 它 对 应 于 欧 氏 几何 中 只 存在 一 条 通过 已 知 点 与 已 知 线 平行 的 直线 的 
事实 ;“ 双 曲 ” 一 词 在 希腊 文中 意 指 “过 量 "， 这 里 指 的 是 通过 已 知 点 与 已 知 直线 平行 
的 平行 线 的 数目 ， 而 我 们 知道 在 罗氏 几何 中 存在 不 止 一 条 通过 已 知 点 与 已 知 线 平行 的 
直线 ;“ 椭 圆 ” 一 词 在 希腊 文中 意 指 “不 足 ”， 这 里 它 对 应 于 黎 氏 几何 中 不 存在 通过 已 
知 点 与 已 知 线 平行 的 直线 的 事实 ， 用 以 说 明 这 种 几何 里 平行 线 太 少 。 
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容易 明白 ， 三 种 几何 在 不 涉及 平行 公设 时 得 出 的 结论 是 相同 的 。 事 实 上 ， 人 们 把 
排除 平行 公设 在 外 的 几何 称 为 “绝对 几何 ”。 几 属 “ 绝 对 几何 ”中 的 命题 ， 在 三 种 不 同 
的 几何 中 都 成 立 。 相 反 ， 超 出 “绝对 几何 ”这 一 公共 部 分 外 的 命题 ， 在 三 种 几何 学 中 
就 截然 不 同 。 平 行 公设 成 了 三 种 几何 的 分 水 岭 。 平行 公设 的 不 同 带 来 了 欧 氏 几何 与 非 
欧 几 何 的 一 些 本 质 上 不 同 的 结论 。 下 面 我 们 列举 几 个 。 


























































































































































































































口 三 角形 的 内 角 和 : 抛物 几何 中 这 一 结果 总 是 180" ， 它 不 随 三 角形 大 小 的 改变 
而 改变 ; 双 曲 几何 中 这 一 结果 总 是 小 于 180? ， 而 且 其 大 小 与 三 角形 的 大 小 有 

积 越 大 ， 内 角 和 越 小 ; 椭圆 几何 中 这 一 结果 总 是 大 于 180° ， 

其 大 小 也 与 三 角形 的 大 小 有 关 ， 三 角形 的 面积 越 大 ， 则 内 角 和 也 越 大 。 
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关 ， 三 角形 的 画 
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口 义 股 定理 : 抛物 几何 中 +=e， 双 曲 几 何 中 +b <c*， 椭圆 几何 
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到 周 与 半径 的 关系 : 抛物 几何 中 c=2xr， 双 曲 几 何 中 c>2rr， 椭 圆 几何 
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需要 指出 的 是 ， 在 充分 小 的 区 域内 ， 三 种 几何 的 差异 是 非常 小 的 ; 区域 越 小 , 这 第 

种 差异 也 越 小 。 前 面 我 们 已 经 简单 介绍 了 双 曲 几何 ， 下 面 借助 一 个 我 们 非常 熟悉 的 模 。 午 
型 一 一 球面 模型 一 一 来 简单 理解 一 下 椭圆 几何 。 欧 
四 

我 们 假定 地 球 是 一 个 完美 的 球面 ， 并 设想 其 上 的 居民 是 只 能 沿 两 个 方向 移动 的 各 
“球面 人 ”。 对 他 们 来 说 ， 世 界 是 二 维 的 ， 只 有 长 和 宽 ， 没 有 高 。 首 先 ， 我 们 要 考虑 的 
是 ， 对 他 们 来 说 ,“ 直 线 ”( 即 球面 上 两 点 间 的 最 短路 线 ) 是 什么 呢 ? 不 可 能 是 我 们 所 
熟悉 的 欧 氏 几何 中 的 直线 ， 因 为 这 样 的 线 根本 不 在 球面 上 ， 而 是 会 像 隧道 一 样 穿越 地 
















































































球 。 事 实 上 ， 球 面 上 的 “直线 ”应 是 大 圆 ， 其 实例 有 经 度 圈 和 赤道 。 
















































































显然 ， 所 有 大 圆 都 是 相交 的 ， 因 此 球面 模型 中 的 任意 两 条 “直线 ”都 相交 ， 这 正 
符合 椭圆 几何 中 的 平行 公设 。 男 外 ， 设想“ 球面 人 ”决定 动身 去 考察 他 们 的 世界 。 他 
们 沿 一 条 在 他 们 看 来 是 直线 (实际 是 大 圆 的 一 段 弧 ) 的 路 走 下 去 ， 航 行 刚 开始 时 他 们 会 
离 家 越 来 越 远 ， 但 最 终 他 们 将 会 回 到 他 们 的 出 发 地 。 很 显然 ， 在 球面 上 适用 的 不 是 欧 
几 里 得 第 二 公设 而 是 修正 后 的 第 二 公设 : 直线 无 界 但 有 限 。 另 外 ， 容 易 验 证 ， 在 球 男 
上 ， 第 三 与 第 四 公设 适用 。 然 而 ， 在 宣布 球面 是 椭圆 几何 的 适当 模型 之 前 ， 还 有 一 件 
事情 需要 考虑 。 欧 几 里 得 第 一 公设 是 说 ， 经 过 两 个 不 同 点 有 且 仅 有 一 条 直线 。 但 是 ， 
两 个 大 圆 总 是 在 一 对 对 是 点 (球面 上 相对 的 两 个 点 ， 如 上 图 中 的 已 、2 ) 处 相交 。 因 此 ， 
经 过 每 一 对 对 哑 点 有 不 止 一 条 “直线 ”"， 事实 上 有 无 数 多 条 。 数 学 家 把 这 种 椭圆 几何 称 
为 二 重 椭圆 几何 。 在 这 种 椭圆 几何 个 点 并 不 总 是 确定 唯一 的 直线 。 另 一 种 椭 医 
几何 称 为 单 重 椭圆 几何 。 在 这 种 几何 中 ， 两 个 点 永远 确定 唯一 的 一 条 直线 。 
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几何 发 展 的 新 时 代 。 这 种 以 研 字 
































这 意味 着 ， 二 维 地 球 人 如 果 懂 得 足够 多 的 数学 ， 他 们 完全 可 以 在 看 不 到 三 维 空间 的 情 
况 下 ， 通 过 测量 计算 曲率 认识 到 自己 居住 的 球面 是 弯曲 的 。 高 斯 的 新 思想 开创 了 微分 
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FE 质 为 主 的 微分 几何 称 为 “内 强人 微分 几何 ”。 
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面 的 内 药 几 何 推 广 到 任意 空间 的 内 药 几 何 ， 并 从 
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1， 选 什么 来 作 两 点 之 间 的 距离 即 可 决定 所 得 之 几何 。 由 此 ， 
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地 打开 了 。 理 论 上 而 言 ， 无 数 多 种 几何 学 亦 可 由 此 建立 起 来 。 


































































































































































































而 其 中 ， 比 较 简单 与 重要 的 是 曲率 处 处 相同 的 ， 即 常 曲率 曲面 (空间 )。 在 三 维 空 
间 中 ， 第 曲率 空间 有 三 种 情形 : 曲率 为 正常 数 ， 曲 率 为 负 常 数 ， 曲 率 恒 为 零 。 黎 曼 指 




































































出 ， 这 三 种 情形 


















































分 别 对 应 于 三 种 几何 : 和 



































说 罗 巴 切 夫 斯 基 














以 说 黎 曼 是 最 先 


现 的 非 欧 几何 的 承认 ， 而 且 











几何 以 及 欧 几 里 得 几何 才 
理解 非 欧 几 何 全 部 意义 基 
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数学 家 


显示 了 创造 其 他 非 欧 几何 的 可 能 性 。 


























过 是 黎 曼 几何 的 特例 。 由 此 ， 我 们 也 可 














。 他 创立 的 黎 曼 几何 不 仅 是 对 已 经 出 
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然而 ， 当 黎 曼 进一步 发 展 了 非 欧 几何 后 ， 还 有 一 个 基本 的 问题 有 待 解决 : 椭圆 几 
何 、 双 曲 几 何 这 两 种 非 欧 几 何 是 相 容 的 吗 ? 虽说 暂时 没有 发 现 矛 盾 ， 但 这 并 不 能 保证 
以 后 人 们 不 会 发 现 矛 盾 。 而 一 旦 有 人 在 这 些 几何 中 发 现 了 矛盾 ， 那 么 它们 将 变 得 毫 无 
价值 。 因 此 ， 为 了 使 这 两 种 非 欧 几何 获得 认可 ， 还 需要 证 明 它 们 内 部 不 存在 了 矛盾， 即 
是 相 容 的 。 

事实 上 ， 当 我 们 介绍 球面 模型 时 ， 在 证 明 相 容 性 上 我 们 已 经 近 出 了 一 步 。 通 过 建 
二 重 椭圆 几何 的 球面 模型 ， 球 面 几 何 成 为 二 重 椭圆 几何 的 具体 表现 。 或 者 说 ， 二 重 
椭圆 几何 中 的 公理 与 定理 完全 可 以 对 应 球面 几何 中 的 定理 。 这 意味 着 ， 如 果 二 重 椭圆 
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几何 有 矛盾， 那么 属于 欧 氏 几何 一 部 分 的 球面 几何 自然 也 有 矛盾 。 反 之 ， 如 果 欧 氏 几 
何 没有 矛盾 ， 那 么 二 重 椭圆 几何 也 没有 矛盾 。 于 是 ， 借 助 欧 氏 几何 中 的 球面 模型 ， 数 
学 家 把 二 重 椭圆 几何 的 相 容 性 归结 为 欧 氏 几何 的 相 容 性 。 此 外 ,在 球面 模型 建立 不 和 久 
几何 的 一 个 曲面 模型 ,这 又 解决 了 单 重 椭圆 几何 
的 相 容 性 。 那 么 ， 能 否 用 同样 的 方法 证 明 双 曲 几 何 的 相 容 性 呢 ? 为 此 需要 做 的 是 ， 建 
立 双 曲 几何 模型 。 
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后 ， 数 学 家 下 克 羔 因 提 出 了 单 重 椭 



































































































































双 曲 几何 模型 





1868 年 ， 意 大 利 数学 家 贝尔 特 拉 米 (1835 一 1899 ) 在 著名 论文 《 非 欧 几何 解释 的 
尝试 》 中 ， 给 出 了 双 曲 几何 ( 即 罗氏 几何 ) 的 第 一 种 直观 解释 。 他 考虑 的 是 由 目 物 线 绕 
一 条 固定 轴 旋 转 而 生成 的 旋转 曲面 物 面 。 这 种 曲面 与 球面 有 一 共有 性 质 : 在 任 
何 一 处 都 有 相同 的 曲率 。 不 过 ， 对 球面 来 说 ， 这 个 常 曲率 是 正 的 ;而 对 这 种 曲面 而 言 ， 
这 个 常 曲率 是 负 的 。 因 此 ， 电 物 面 常 被 称 为 伪 球 衣 
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在 伪 球 面 上 罗氏 平行 公理 成 立 ， 即 任 给 定 一 条 直线 ， 过 线 外 一 点 都 有 无 限 多 条 直 
线 与 其 平行 。 当 然 ， 这 里 的 “直线 ”要 理解 为 曲面 上 两 点 之 间 的 最 短 距离 。 事 实 上 ， 
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设 2 (直线 可 以 无 限 延 长 ) 相 应 地 具有 了 意义 。 
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经 过 这 样 的 约定 与 定义 后 ， 可 以 证 明 圆 内 部 的 点 、 弦 以 及 其 他 图 形 满足 罗 氏 几 何 
的 所 有 公理 。 于 是 ， 圆 内 部 的 普通 ( 即 欧 氏 ) 几何 事实 就 变 成 罗氏 几何 中 的 定理 ， 反 过 
来 ， 罗 氏 几 何 中 的 每 个 公理 或 定理 也 都 可 以 解释 成 圆 内 部 的 普通 几何 事实 。 这 样 ， 通 
过 区 莱 因 模型 ， 就 把 罗氏 几何 的 相 容 性 归结 为 欧 氏 几何 的 相 容 性 。 


























































































































































































































1882 年 ， 法 国 著名 数学 家 庞 加 莱 (1854 一 1912 ) 给 出 另 一 种 模型 。 在 庞 加 莱 模 型 中 ， 
仍 取 圆 的 内 部 (不 含 圆周 上 的 点 ) 作为 罗氏 平面 ， 直线 有 两 种 ， 一 种 是 通过 圆心 的 直线 
(如 下 图 中 的 CD )， 另 一 种 是 与 圆周 正 交 的 任意 圆 弧 (如 下 图 中 的 4B8、EF)。 然 后 ， 庞 
加 莱 适 当 定 义 了 两 点 间 的 距离 与 夹 角 。 如 同 克 莱 因 所 做 的 那样 ， 庞 加 莱 定 义 的 昌 
满足 通常 距离 的 性 质 ， 而 且 可 以 使 任何 圆 内 点 到 边界 的 距离 成 为 无 穷 大 。 而 两 条 罗氏 
直线 的 夹 角 则 定义 为 两 相应 圆 弧 的 夹 角 ， 上 有 具体 而 言 就 是 指 交点 处 两 圆 弧 切 线 的 夹 角 。 
大 罗氏 直线 是 直线 段 ， 则 切线 就 是 它 本 身 。 在 经 过 这 样 的 约定 与 定义 后 ， 可 以 证 明 
罗氏 几何 中 的 公理 和 定理 都 可 以 解释 成 圆 内 部 的 普通 几何 事实 ， 或 者 说 都 是 欧 氏 几何 
中 的 特殊 定理 。 这 样 ， 通 过 庞 加 莱 模 型 ， 就 把 罗氏 几何 的 相 容 性 归结 为 欧 氏 几何 的 相 
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容 性 。 

借助 庞 加 莱 模 型 ， 双 曲 几 何 的 许多 性 质 可 以 一 目 了 然 。 如 下 面 的 右 图 所 示 ， 可 注 
意 到 在 圆 内 部 的 一 个 几何 结果 : 三 角形 内 角 和 小 于 180。， 而 这 正 是 罗氏 几何 中 的 一 个 
命题 。 
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庞 加 莱 模 型 后 来 以 一 种 意 想 不 到 的 方式 变 得 很 有 名 。 和 荷兰 艺术 家 埃 舍 尔 (1898 一 























1972 ) 被 一 幅 双 曲 
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几何 的 冒 








也 成 功 地 将 庞 加 羔 双 
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形 路 线 首 尾 相连 游 动 。 








明 对 比 ， 需 要 
界 射出 并 且 
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而 且 属 卫 


,《 圆 的 极限 工 》 
个 系列 的 所 





F 深 感 震 撼 后 ， 被 这 











几何 不 寻 第 的 性 质 所 激励 ， 























在 灵感 进发 时 ， 他 完成 了 
几何 模型 形象 化 ， 从 而 精妙 地 
的 极限 亚 》(1959 )。 埃 舍 尔 本 人 对 这 


























四 幅 《 圆 的 极限 》， 通过 这 几 幅 
展现 了 双 曲 几何 。 下 面 的 左 
村 作品 曾 做 过 : 
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的 缺点 大 部 分 被 克服 。 我 们 现 
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颜色 。 当 所 有 这 些 
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本 到 它 射 出 的 地 方 








“绝对 的 虚无 "。 然 而 ， 如 果 没 
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相同 的 颜色 ， 
它们 变 得 越 大 。 为 了 使 每 





并 且 条 圆 


行 都 与 其 周围 形成 鲜 
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成 串 的 鱼 像 来 











自 无 穷 远 距离 的 火 第 ， 








头 直 角 从 边 





































































































时 ， 没 有 任何 单个 的 成 员 到 达 边 缘 。 
图 的 空虚 ， 这 个 圆 形 的 世界 也 不 会 存在 。 这 不 仅 



































































































































































































































仅 是 因为 “内 部 ”的 先决 条 件 是 “外 部 ”， 而 且 还 因为 在 这 个 “虚无 ”的 外 部 ， 建 立 起 
这 个 框架 的 弧 的 中 心 点 以 几何 的 精确 性 被 确定 在 那里 。 

这 种 描述 可 以 说 非常 简洁 地 表达 了 庞 加 羔 模 型 的 实质 。 确 实 ， 埃 舍 尔 的 具有 无 穷 
数学 魅力 的 “ 圆 极限 ”以 及 它们 的 重复 模式 可 以 成 为 讲授 双 曲 几何 的 有 用 工具 。 下 面 
的 右 图 是 埃 舍 尔 作品 《 圆 极限 W 》 其 特征 是 魔鬼 和 天 使 交替 出 现 。 
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人 类 在 第 五 公设 的 试 证 中 经 历 了 无 数 次 的 失败 ， 最 终 却 由 于 “一 念 转 ， 
天 地 新 ”，， 促 成 了 非 欧 几何 的 诞生 。 在 第 一 种 非 欧 几何 问世 后 ， 黎 曼 又 提出 
了 第 二 种 非 欧 几何 ， 从 而 发 展 了 非 欧 几何 。 更 重要 的 是 ， 黎 曼 提 出 了 广义 
的 空间 概念 ， 建 立 了 一 种 更 为 广泛 的 几何 ， 于 是 两 种 非 欧 几何 都 可 纳入 内 
副 微 分 几何 的 范围 之 内 。 其 后 ， 随 着 几 种 非 欧 几何 模型 的 引入 ， 非 欧 几 何 
的 相 容 性 也 得 到 解决 。 这 使 数学 家 相信 ， 从 次 辑 角 度 而 言 ， 非 欧 几何 和 欧 
氏 几 何 同样 正确 。 于 是 ， 非 欧 几 何 终于 在 其 创立 者 去 世 后 获得 了 数学 界 的 


泛 认 同 。 
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非 欧 几 何 作为 19 世纪 所 有 复杂 的 技术 创造 中 最 简单 却 最 深刻 的 一 个 ， 
它 的 创立 不 只 表明 第 五 公设 是 不 可 证 明 的 (这 解决 了 2000 多 年 一 直 甚 而 未 
决 的 平行 公设 问题 )， 更 重要 的 是 ， 它 开启 了 众多 新 的 问题 ， 并 在 多 方 摆 
产生 了 巨大 的 影响 : 它 从 根本 上 革新 和 增强 了 人 们 对 几何 学 观念 的 认识 ， 
为 几何 学 的 发 展开 辟 了 挛 新 的 途径 ， 引 出 数学 一 些 重要 新 分 支 ; 它 使 大 家 
对 几何 学 基础 进行 了 深入 研究 ， 并 最 终 从 根本 上 使 数学 家 们 改变 了 对 数 
学 性 质 的 理解 ; 它 还 出 人 意料 地 应 用 于 物理 学 ， 对 空间 观念 进行 了 最 深刻 
的 革命 ， 除 对 数学 产生 的 巨大 影响 外 ， 非 欧 几何 蕴含 的 思想 还 对 科学 、 哲 
学 、 宗 教 产 生 了 革命 性 的 冲击 。 正 因此 ， 人 们 有 时 把 它 与 “ 哥 白 尼 的 日 心 


说 ”“ 和 牛顿 的 引力 定律 ” “达尔文 的 进化 论 ” 等 相提并论 。 






























































































































































































































































































































































































































































几何 学 的 统一 


















































非 欧 几何 的 出 现 与 被 接受 ， 打破 了 长 期 以 来 只 有 一 种 几何 学 ( 即 欧 儿 里 得 几何 学 ) 
的 局 面 ， 几 何 学 从 其 传统 的 束缚 中 解放 出 来 。 当 数学 家 们 意识 到 存在 其 他 不 同 的 几何 
学 时 ， 他 们 开始 自由 地 创造 和 研究 他 们 自己 发 明 的 几何 学 。 结 果 大 批 新 的 几何 学 ( 除 
罗氏 几何 、 黎 曼 几何 外 ， 还 有 非 阿 基 米 德 几 何 、 非 德 沙 格 几何 、 非 黎 曼 几何 、 有 限 几 
何等 ， 还 有 与 非 欧 几 何 并 行 发 展 的 高 维 几何 、 射 影 几 何 、 微 分 几何 、 拓 扑 学 等 ) 涌现 
出 来 ， 几 何 学 这 棵 大 树 变 得 越 来 越 诚 盛 。 于 是 出 现 了 这 样 的 问题 : 什么 是 几何 学 ? 几 
何 学 是 研究 什么 的 ? 这 些 不 同 的 几何 学 之 间 有 什么 关系 ? 如 何 寻找 不 同 几 何 学 之 间 的 
内 在 联系 ， 把 这 些 不 同 的 几何 学 统一 起 来 ? 
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在 这 方面 ， 第 一 个 重要 的 尝试 由 德国 闭 名 数学 家 下, 克 莱 因 提出 。1872 年 ， 年 仅 
23 岁 的 克 莱 因 被 聘 为 爱 尔 朗 根 大 学 的 数学 教授 。 按 照 惯 例 ， 他 要 做 就 职 演讲 。 演 
!， 他 把 几 十 年 前 代数 学 中 刚 出 现 的 一 种 新 思想 一 一 群 一 一 引入 几何 学 。 借 助 于 群 的 
观点 ， 殉 莱 因 加 
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新 统一 了 几何 学 领域 。 
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克 莱 因 的 基本 观点 是 ， 几 何 学 是 研究 几何 图 形 对 于 某 类 变换 群 保持 不 变 的 性 质 的 
学 问 ， 每 一 种 几何 都 由 一 个 变换 群 所 刻画 ， 并 且 每 种 几何 要 做 的 就 是 考虑 在 这 个 特定 
变换 群 下 的 不 变性 质 与 不 变量 。 例 如 欧 平移 和 旋转 构成 的 变换 群 所 刻画 ， 它 
所 研究 的 是 长 度 、 角 度 、 面 积 等 这 些 在 平移 和 旋转 下 保持 不 变 的 性 质 。 在 这 种 观念 下 ， 
19 世纪 出 现 的 几 种 重要 的 、 表 面 上 互 不 相干 的 几何 学 被 联系 到 一 起 ， 而 且 变 换 群 的 任 
何 一 种 分 类 也 对 应 于 几何 学 的 一 种 分 类 。 事 实 上 ， 按 照 这 种 观点 对 几何 学 进行 分 类 的 
话 ， 欧 氏 几 何 、 椭 圆 几何 (包括 单 重 与 二 重 椭 圆 几何 )、 双 曲 几何 等 都 包含 于 更 一 般 的 
射影 几何 
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虽然 并 非 所 有 的 几何 都 能 纳入 殉 莱 因 的 方案 ， 但 他 的 努力 的 确 能 给 大 部 分 的 几何 
提供 了 一 个 系统 的 分 类 方法 ， 因 而 其 观点 从 根本 上 革新 和 增强 了 人 们 对 几何 
认识 ， 并 对 几何 学 的 发 展 产 生 了 持久 的 影响 。 克 莱 因 的 演讲 及 他 提出 的 几何 
划 ， 后 来 也 以 爱 尔 朗 根 纲领 而 闻名 。 






























































































































































统一 几何 学 的 男 一 条 途径 为 德国 大 数学 家 希 尔 伯 特 (1862 一 1943 ) 所 开通 ， 这 就 是 


对 现代 数学 影响 深远 的 形式 化 公理 方法 。 








































































































正如 我 们 已 经 介绍 过 的 ， 公 理化 方法 始 于 欧 几 里 得 的 《几何 原本 六 在 此 书 问世 后 
的 2000 多 年 中 ， 作 为 数学 “圣经 ”， 它 一 直 被 奉 为 数学 严格 性 的 典范 。 许 多 深刻 伟大 
的 数学 家 都 竞相 夸 溜 其 “几何 学 的 严格 性 "。 到 19 世纪 ， 随 着 数学 中 对 更 高 “严格 性 ” 
的 倡导 及 非 欧 几 何 的 诞生 ， 数 学 家 开始 重新 审视 欧 氏 几何 ， 发 现 《几何 原本 》 的 逻辑 
演绎 体系 确 有 不 少 漏洞 和 不 够 严密 的 地 方 。 正 如 数学 家 罗素 所 评价 的 ,“ 他 的 定义 并 非 
总 是 确定 的 ， 他 的 公理 也 不 是 都 无 法 证 明 ， 他 的 论证 需要 许多 公理 ， 而 他 自己 却 没有 
意识 到 。 严 谨 的 证 明 应 在 没有 图 形 辅助 时 依然 保持 其 论证 的 力量 ,但 欧 几 里 得 的 许多 
早期 证 明 却 不 能 如 此 ……' 他 的 著作 作为 逻辑 名 作 的 价值 在 很 大 程度 上 被 夺 大 了”。 鉴 了 
比 ， 人 们 对 几何 学 基础 进行 了 深入 研究 。 
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1899 年 ， 希 尔 伯 特 出 版 了 《几何 基础 》 成 功 建立 了 希 尔 伯 特 公理 体系 。 这 
一 体系 建立 在 基本 概念 和 公理 的 基础 之 上 。 基 本 概念 包括 三 个 基本 元 素 (点 、 直 线 、 
且 ) 和 三 个 基本 关系 (结合 关系 ， 分 为 点 在 线 上 与 点 在 面 上 ; 顺序 关系 ， 指 一 点 位 于 两 
点 之 间 ; 合同 关系 ， 分 为 两 线段 合同 与 两 角 合同 )。 公 理 分 五 组 : 结合 公理 (8 条 )、 顺 
序 公理 (4 条 )、 合 同 公理 (5 条 )、 连 续 公 理 (2 条 ) 和 平行 公理 (1 条 ),， 共 20 条 。 希 尔 
伯 特 公理 体系 的 建立 填补 了 欧 氏 几何 的 所 有 漏洞 ， 使 欧 氏 几何 成 为 一 个 逻辑 结构 非常 
完善 而 严谨 的 几何 体系 ， 这 标志 着 欧 氏 几何 完善 工作 的 终结 。 在 这 样 组 织 起 来 的 公理 
系统 中 ， 通 过 否定 或 者 替换 其 中 一 条 或 几 条 公理 ， 就 可 以 得 到 相应 的 某 种 几何 。 例 如 


罗 巴 切 夫 斯 基 平 行 公理 蔡 代 欧 儿 里 得 平行 公理 ， 而 保持 其 余 所 有 公理 不 变 ， 就 可 以 













































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































得 到 双 曲 型 非 欧 几 何 的 公理 体系 。 如 果 在 抛弃 欧 几 里 得 平行 公理 的 同时 ， 添 加 任意 两 
条 直线 都 有 一 个 公共 点 或 至 少 有 一 个 公共 点 的 公理 ， 并 适当 改变 另外 一 些 公理 ， 就 可 
分 别 得 到 单 重 与 二 重 椭 圆 几 何 。 这 一 工作 ， 分 别 由 数学 家 霍 尔 骨 
G. 赫 森 伯 格 (1874 一 1925 ) 完成 ， 前 者 在 1904 年 建立 了 二 重 椭 
年 在 1905 年 作出 了 单 重 椭 


有 了 统 的 处 里 方 法 。 





















































































































































竺 德 (1853 一 1922 ) 与 
几何 的 公理 体系 ， 后 
几何 的 公理 体系 。 至 此 ， 非 欧 几何 有 了 严密 的 基础 ， 而 且 
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希 尔 伯 特 的 工作 ， 还 标志 着 形式 化 公理 体系 的 诞生 。 所 谓 形 式 化 公理 方法 ， 是 指 
在 一 个 公理 系统 中 ， 基 本 E 为 不 加 定义 的 原始 概念 ， 它 的 含义 、 特 征 和 范围 不 
是 先 于 公理 而 确定 ， 而 是 由 公理 组 隐 含 确定 ， 即 谁 能 满足 公理 组 所 要 求 的 条 
可 作为 该 公理 系统 的 基本 概念 、 基 本 研究 对 象 。 也 就 是 说 ， 公 理 系统 中 的 基本 概念 只 
有 具 “ 形 式 ” 而 不 具 “ 内 容 ”， 几 是 符合 公理 组 要 求 的 对 象 都 可 以 作为 该 “形式 ”的 内 
容 ， 公 理 组 所 阐述 的 是 对 基本 概念 的 规定 ， 而 不 是 基本 概念 自明 的 特征 。 
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因此 ， 在 希 尔 伯 特 公理 体系 中 ， 几 何 学 中 “点 "”“ 线 ”“ 面 ”的 直观 意义 都 被 抛弃 
是 它们 之 间 的 关系 ， 而 关系 由 公理 组 来 体现 。 即 便 有 人 把 它们 换 成 其 他 
东西 ， 只 要 符合 公理 组 的 要 求 ， 就 都 是 可 行 的 。 正 如 希 尔 伯 特 一 名 名言 所 表明 的 : “我 

以 用 “桌子 、 椅 子 、 啤 酒杯 ”来 代替 “点 、 线 、 面 '。” 在 这 种 处 理 下 ， 原 几 
包含 的 特定 意义 ( 即 对 象 ) 的 直观 背景 被 完全 舍弃 了 。 因 为 现在 所 从 事 的 已 
不 再 是 某 种 特定 对 象 的 研究 ， 而 只 是 由 给 定 的 公理 (更 准确 地 说 是 假设 ， 因 为 现在 已 
不 具有 特定 的 对 象 了 ) 出 发 去 进行 演绎 。 因 此 ， 原 有 的 那 种 “对 象 - 公理 -演绎 ” 系 
统 ， 变 为 “假设 -演绎 ”系统 。 正 因为 这 种 系统 不 再 具有 了 明显 的 直观 意义 ， 因 此 称 为 


象 的 公理 系统 ”。 
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希 尔 伯 特 的 研究 结果 在 1899 年 出 版 后 ， 立 即 吸引 了 整个 数学 界 的 注意 。 形 式 的 公 
里 化 研究 方法 很 快 被 众多 数学 家 所 应 用 。 现 在 ， 这 种 公理 化 方法 几乎 已 渗透 于 数学 的 
每 一 个 领域 ， 公 理化 结构 亦 成 为 现代 数学 的 主要 特征 。 
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与 这 种 更 高 度 抽象 的 新 研究 方法 相 适应 ， 希 尔 伯 特 还 提出 了 有 具有 更 大 普遍 性 的 新 
究 问 题 ， 为 数学 开辟 了 新 的 研究 领域 。 他 所 考虑 的 是 一 个 公理 体系 建立 后 ， 如 何 判 
E 其 合理 性 。 对 此 ， 他 提出 三 条 标准 : 相 容 性 (或 称 无 矛盾 性 、 一 致 性 )， 这 是 对 公理 
体系 最 起 码 的 要 求 ; 独立 性 ， 公 理 系 中 每 一 条 公理 不 会 是 多 余 的 ， 即 其 中 任何 一 条 公 
里 都 不 能 由 这 个 公理 系 中 其 他 公理 推导 出 来 ; 完备 性 (或 称 完全 性 )， 即 系统 中 所 有 的 
定理 该 系统 的 公理 推出 。 
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随后 的 问题 是 ， 如 何 证 明 公理 体系 满足 这 三 方面 要 求 。 在 《几何 基础 》 一 书 中 ， 
希 尔 伯 特 对 自己 建立 的 几何 学 公理 体系 进行 了 这 方面 的 研究 。 我 们 只 简单 提 一 下 希 尔 


伯 特 对 最 重要 的 相 容 性 问题 的 处 理 方法 。 
































































































































































































































我 们 上 面 已 经 介绍 到 ， 在 希 尔 伯 特 之 前 ， 克 羔 因 等 数学 家 使 用 模型 法 (也 称 解 释 
法 ) 将 非 欧 几 何 的 无 矛盾 性 归 为 欧 氏 几何 的 无 矛盾 性 。 这 种 方法 是 一 种 间接 证 明 ， 其 
实质 是 将 一 个 公理 系统 的 无 矛盾 性 证 明 归 为 另 一 个 公理 系统 的 无 矛盾 性 。 最 初 ， 人 们 
相信 把 问题 归结 到 欧 氏 几何 的 无 矛盾 性 ， 问 题 已 获 解 决 。 但 希 尔 伯 特 认为 ， 这 还 不 够 。 
他 又 癌 前 进 了 一 步 ， 把 解析 几何 看 作 实 数 系统 中 欧 氏 几何 的 一 个 解释 模型 ， 从 而 将 欧 
氏 几 何 的 无 矛盾 性 转化 为 实数 系统 的 无 矛盾 性 。 当 时 实数 系统 已 经 可 以 建立 在 自然 数 
的 基础 上 ， 因 此 ， 实 数 系统 的 无 矛盾 性 又 归 为 自然 数 系 统 的 无 矛盾 性 。 而 对 自然 数 系 
统 无 矛盾 性 的 证 明 ， 又 引出 一 系列 新 的 数学 思想 ， 并 发 展 出 众多 新 的 数学 成 果 ， 极 大 
地 影响 了 20 世纪 数学 的 发 展 。 志 本 济源 ， 这 一 切 都 与 非 欧 几何 的 创立 有 关 。 
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非 欧 几何 不 仅 是 数学 史上 的 一 座 理论 丰碑 ， 而 且 还 对 人 们 的 空间 观念 、 哲 学 观 


与 数学 观念 产生 了 极其 深远 的 影响 。 
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非 欧 几何 建立 后 ， 它 在 逻辑 上 的 无 矛盾 性 由 于 各 种 模型 的 引入 而 得 到 证 明 。 但 还 
些 紧 密 相 关 的 问题 ， 自 非 欧 几何 开始 之 时 起 ， 就 受到 数学 家 们 的 关注 ， 即 非 欧 几 
何 可 以 摘 述 物理 空间 吗 ? 如 有 果 管 案 是 肯定 的 ， 那么 究 竞 哪 种 几何 能 描述 我 们 所 在 的 现 


实 空间 呢 ? 
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在 非 欧 几何 提出 之 前 ， 欧 氏 几 何 的 定理 一 直 完 美 地 与 客观 事实 一 致 ， 因 此 几乎 所 
有 数学 家 都 坚持 物理 空间 的 几何 学 ， 那 唯一 的 几何 学 必 是 欧 几 里 得 式 的 。 在 近代 科学 
'!， 欧 氏 几 何 成 为 牛顿 绝对 时 空 宇宙 体系 的 数学 模型 。 随 着 牛顿 理论 体系 的 成 功 ， 人 
门 愈 发 坚定 了 对 欧 氏 空间 的 信念 。 而 绝 大 多 数 哲 学 家 也 都 持 有 相同 的 看 法 ， 如 18 世纪 
的 哲学 大 师 康德 断言 : 物质 世界 必然 是 欧 几 里 得 式 的 ， 欧 氏 几 何 是 人 类 了 解 空 间 以 及 
空间 图 形 性 质 的 唯一 途径 。 可 以 说 ， 直 到 1800 年 左右 ， 所 有 数学 家 都 认为 欧 氏 几何 是 
物质 世界 和 此 空间 内 的 图 形 性 质 的 正确 理想 化 。 这 种 认识 由 于 康德 等 哲学 家 的 曾 发 和 
影响 更 是 牢 牢 地 扎根 在 西方 文化 之 中 。 














































































































































































































































































































































































































































































































万 史上 ， 最 早 认识 到 “ 非 欧 几何 能 同 欧 氏 几 何 一 样 用 于 表示 物理 空间 ”这 一 革命 
性 思想 的 是 数学 之 王 高 斯 。 在 1817 年 的 一 封 信 中 ， 他 写 道 :“ 我 越 来 越 相信 ， 欧 氏 几 
可 的 物理 必然 性 是 不 能 证 明 的 ， 至 少 不 能 由 人 类 理性 也 不 适合 由 人 类 理性 来 证 明 。 现 
在 不 行 ， 也 许 在 另 一 个 世界 中 我 们 能 获得 对 于 空间 实质 的 洞察 。 在 到 达 那 一 步 之 前 ， 
我 们 不 能 将 几何 学 放 在 纯粹 移 验 的 算术 一 类 ， 而 应 该 和 力学 放 在 一 类 。” 最 后 一 句 是 点 
睛 之 笔 ， 在 高 斯 看 来 ， 欧 氏 几 何 与 力学 定律 一 样 都 应 建立 在 经 验 的 基础 之 上 。 也 就 是 
说 ， 欧 氏 几 何 并 不 是 物理 空间 必然 的 几何 学 ， 其 物理 上 的 真理 性 并 没有 一 个 先 验 的 基 
础 来 保证 。 这 样 ， 为 判断 哪 种 几何 更 适合 我 们 所 在 的 现实 空间 ， 只 能 通过 实践 来 检验 。 
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据 一 种 流传 很 广 的 说 法 ， 高 斯 曾 实际 测量 了 以 三 个 山峰 为 顶点 的 三 角形 内 角 和 ， 试 图 
检验 哪 种 几何 学 更 符合 实际 。 从 理论 上 来 说 ， 在 欧 氏 几何 中 这 个 和 恰 是 180。 ， 而 在 罗 
氏 新 几何 中 这 个 和 应 小 于 180° 。 结 果 ， 高 斯 测 得 的 三 角形 内 角 和 与 180° 相差 2" ， 考 
者 到 实验 误差 的 因素 ， 所 以 这 一 不 具 判 决 性 的 实验 什么 也 说 明 不 了 。 
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罗 巴 切 夫 斯 基 对 这 一 问题 也 做 了 深入 思考 ， 并 得 出 了 同样 的 结论 。 他 相信 ， 不 能 
不 假 思索 地 断言 欧 氏 几何 在 我 们 所 生活 的 世界 里 成 立 ,“ 正 如 物理 规律 一 样 ， 它 的 真 入 
性 必须 由 诸如 天 文 观测 那样 的 实验 来 确证 "。 他 猜测 ， 非 欧 几 何 是 “巨大 尺度 形式 的 几 
何 ”， 即 适合 于 大 宇宙 空间 范围 。 他 还 进而 推 根 ， 微 观 领 域 的 几何 也 是 非 欧 几何 。 他 极 
富 创 见地 向 同 代 人 宣告 :“ 在 观测 不 足 的 情况 下 ， 应 当 凭 理智 设想 ， 想 象 几何 适用 于 被 
观测 到 的 世界 之 外 以 及 分 子 引 力 范 围 之 内 。” 为 了 证 明 自 己 的 猜测 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 同 样 
打算 通过 实验 来 确定 哪 一 种 几何 学 在 现实 中 成 立 。 在 对 由 地 球 在 它 的 轨道 上 两 个 对 径 
点 和 天 狼 星 所 组 成 的 三 角形 进行 考察 后 ， 他 发 现 该 三 角形 的 内 角 和 与 180" 有 一 个 小 的 
偏差 . 但 是 这 个 偏差 小 于 当时 所 允许 的 观察 误差 。 因 此 ， 这 一 实验 同样 说 明 不 了 什么 
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问题 。 




















非 欧 几何 男 一 创建 人 J. 波 尔 约 也 探讨 过 究竟 是 欧 氏 几何 代 寻 
何 代表 “现实 ”的 问题 ， 他 的 答案 是 : 不 能 确定 。 事 实 上 ， 他 声称 ,“ 确 定 是 否 欧 氏 几 
何 或 某 一 非 欧 几何 以 及 这 个 先 验 存在 的 不 可 能 性 留待 证明 ”。 
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于 是 ， 当 非 欧 几何 创立 时 ， 三 位 非 欧 几 何 创 立 者 都 对 传统 观念 提出 了 挑战 ， 并 都 
具有 了 革命 性 观点 : 非 欧 几何 应 用 于 物理 空间 是 可 能 的 ， 欧 氏 几 何 可 能 只 是 物理 空间 


的 近似 写照 。 事 实 上 ， 这 正 是 高 斯 、 罗 巴 切 夫 斯 基 、J. 波 尔 约 被 称 作 非 欧 几 何 创立 者 






















































































































































































然而 ， 非 欧 几 何 创立 后 的 一 段 时 间 内 ， 虽 然 数学 家 们 慢 慢 接受 了 其 逻辑 上 的 合理 
性 ， 但 在 很 多 数学 家 看 来 ， 只 有 网 几 里 得 几何 才能 提供 符合 物理 实在 的 空间 模型 ， 而 
非 欧 几何 作为 古怪 的 东西 似乎 与 人 们 的 经 验 认 知 很 不 一 致 ， 因 此 它 与 真实 世界 没有 任 
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何 关 系 。 对 此 不 必 奇 怪 。 对 于 从 中 学 起 就 习惯 了 空间 欧 几 里 得 解释 的 我 们 来 说 ,不 也 
是 非常 自然 地 认为 我 们 的 世界 是 欧 氏 的 吗 ? 一 点 也 不 令 人 吃惊 。 事 实 上 ， 由 日 第 经 验 
支持 的 直觉 使 我 们 把 欧 几 里 得 公理 的 正确 性 看 成 是 理所当然 的 。 
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进一步 促使 数学 界 相 信 ， 物 理 空 间 的 几何 学 可 以 是 非 欧 儿 何 的 正 是 黎 曼 。 黎 曼 在 
其 善 名 的 演讲 中 ， 不 仅 创 造 了 可 以 与 欧 氏 几何 同样 用 来 表示 物理 空间 的 黎 曼 几何 ， 而 
昌 他 宣称 ,物理 空间 的 精确 性 质 不 是 先 验 决定 的 ， 而 只 能 由 “经 验 ” 决 定 。 在 演讲 的 
结束 处 ， 他 还 极 富 预见 性 地 声称 :“ 这 条 道路 将 把 我 们 引 到 男 一 门 科学 领域 ,进入 物理 
学 的 王国 ， 进 入 现在 的 科学 事实 还 不 允许 我 们 进入 的 地 方 。” 黎 曼 的 预言 终于 在 20 也 
纪 为 物理 学 的 发 展 所 证 实 。 














































































































































































































































































































































































































1916 年 ， 伟 大 的 物理 学 家 爱 因 斯 坦 发 表 了 广义 相对 论 。 在 他 的 理论 中 ， 直 线 被 定 
义 为 光线 的 路 线 。 因 为 没有 任何 物质 能 够 运行 得 比 光 速 还 快 ， 所 以 在 这 种 时 空 宇宙 中 
光线 代表 了 两 点 (“事件 ”) 之 间 的 最 短路 线 。 而 且 ， 这 个 理论 预言 光线 在 有 强 引 力 场 
的 情况 下 应 该 膏 曲 。 这 意味 着 时 空 被 膏 曲 了 。 但 为 了 以 数学 方式 撒 述 这 样 一 种 弯曲 空 
间 ， 爱 因 斯 坦 曾 徘徊 了 3 年 时 间 ， 最 后 他 在 大 学 同学 数学 家 格 罗 斯 曼 的 介绍 下 学 习 了 
在 黎 曼 几何 基础 上 发 展 起 来 的 绝对 微分 学 ， 亦 即 爱 因 斯 坦 后 来 所 称 的 张 量 分 析 ， 并 很 
快 发 现 这 正 是 建立 广义 相对 论 引 力 理论 的 合适 数学 工具 。 在 1915 年 11 月 25 日 发 表 的 
一 篇 论文 中 ， 爱 因 斯 坦 终 于 导出 广义 协 变 的 引力 方程 ， 从 而 宣告 了 广义 相对 论 作为 一 
种 逻辑 结构 的 大 功 告 成 。 
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简单 
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顾 这 一 过 程 :首先 是 非 欧 几何 提出 了 弯曲 的 空间 ， 它 为 更 广泛 的 黎 曼 几何 
的 产生 创立 了 前 提 ， 而 黎 曼 几何 后 来 又 成 为 爱 因 斯 坦 广 义 相 对 论 的 数学 工具 。 于 是 ， 
我 们 看 到 了 数 学 与 物理 有 机 结合 的 一 则 光辉 典范 。 而 作为 历史 上 数学 应 用 最 精彩 的 例 
子 之 一 ， 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 反 过 来 又 恰恰 揭示 了 非 欧 几何 的 现实 意义 。 
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随 着 广义 相对 论 为 一 系列 天 文 观测 、 实 验 所 证 实 ， 人 们 开始 确信 ， 为 其 提供 最 恰 
当 数学 表述 的 黎 曼 几何 看 来 比 欧 氏 几何 更 适合 刻画 宇宙 的 结构 。 也 就 是 说 ， 描 述 宇宙 
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吉 构 的 几何 学 不 是 欧 氏 几何 而 是 (广义) 非 欧 几何 的 一 种 。 当 然 ， 关 于 我 们 所 在 空间 的 
几何 选择 问题 是 一 个 非常 复杂 的 课题 。 实 际 上 最 重要 的 应 该 是 ， 为 了 摘 述 现实 世界 ， 
应 以 怎样 的 精确 度 来 选择 适合 于 它 的 几何 。 如 在 地 球 范围 内 ， 空 间 用 非 欧 几 何 来 描述 
虽 较 为 精确 ， 但 是 这 种 非 欧 性 极 不 重要 ， 甚 至 完全 可 以 把 它 放 弃 ， 因 为 这 种 非 欧 性 用 
最 现代 化 的 测量 仪器 也 不 能 发 现 。 正 因此 ， 欧 几 里 得 几何 在 许多 实际 问题 和 工程 技术 
等 方面 仍然 保留 着 自身 的 全 部 意义 。 




































































































































































































































































































































































剩 下 的 问题 是 ， 在 以 黎 曼 几何 为 数学 工具 的 广义 相对 论 看 来 ,我 们 的 宇宙 到 底 属 
于 哪 一 种 几何 空间 呢 ? 











































































































对 此 的 研究 建立 在 一 个 合理 的 假定 “宇宙 学 原理 ”基础 之 上 。 这 一 原理 是 说 ， 在 
任意 时 刻 ， 在 宇 观 尺 度 ( 10 光 年 ) F， 不 同 的 空间 点 和 同一 点 的 不 同方 向 上 
不 存在 任何 差别 ， 是 均匀 和 各 向 同性 的 。 注 意 ， 这 一 原理 的 合理 性 建立 在 “ 宇 观 尺度 
上 ”。 也 就 是 说 ， 这 里 的 “空间 点 ”不 是 一 般 的 “点 ”"， 其 “半径 ”有 10" 光 年 之 大 ! 
正如 我 们 所 熟悉 的 ， 一 个 固体 虽 在 原子 尺度 上 物质 分 布 不 均 义 ， 但 在 力学 范围 的 宏观 
尺度 上 可 认为 是 均匀 和 各 向 同性 的 ， 在 较 小 的 尺度 上 虽然 宇宙 中 的 物质 分 布 是 极 不 均 
匀 的 ， 然 而 当 度量 尺度 放大 到 以 10 光 年 作为 “空间 点 ”时 ， 完 全 可 以 认为 宇宙 中 的 
物质 是 均匀 和 各 向 同性 的 。 




























































































































































































































































































































































































此 假设 出 发 ， 物 理学 家 建立 了 标准 宇宙 模型 ， 又 称 弗 里 得 曼 宇 宙 。 于 是 ， 我 们 
的 问题 变 为 ， 弗 里 得 曼 宇 宙 属 于 哪 一 种 几何 空间 呢 ? 可 以 证 明 ， 物 质 均匀 和 各 向 同性 
的 空间 必定 是 常 曲率 空间 。 我 们 已 经 介绍 过 ， 第 曲 率 三 维 空间 有 三 种 : 欧 氏 空间 (曲率 
为 0)、 双 曲 空间 (曲率 为 负 ) 及 椭圆 空间 (曲率 为 正 )。 于 是 弗 里 得 曼 宇 罕 只 能 是 欧 氏 
空间 、 双 曲 空间 及 椭 区 空间 之 一 ， 而 最 终 的 答案 取决 于 曲率 的 符号 。 进 而 
广义 相对 论 可 知 ， 这 一 符号 又 取决 于 宇宙 的 真实 平均 密度 o. 与 理论 上 存在 的 一 个 临 
界 密度 p 的 关系 。 如 果 p = p.， 可 以 证 明 曲 率 为 0， 则 弗 里 得 曼 宇 宙 是 平坦 的 欧 氏 空 
站 ; 如 果 p < p. ， 可 以 证 明 曲 率 为 负 ， 则 弗 里 得 曼 宇宙 是 双 曲 空间 。 这 两 种 情况 下 的 
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宇宙 都 是 开放 的 ， 其 未 来 图 景 都 是 宇宙 一 直 脱 胀 下 去 。 如 果 p > p.， 可 以 证 明 曲 率 为 
正 ， 则 弗 里 得 曼 宇 宙 是 封闭 的 椭圆 空间 。 这 种 情况 下 得 到 的 是 闭合 宇宙 ,宇宙 的 未 来 
图 景 是 膨胀 到 一 定 程 度 停 下 来 转 为 收缩 。 可 惜 的 是 ， 至 今 物 理学 家 仍然 无 法 确定 出 
的 平均 密度 ， 因 此 我 们 的 宇宙 到 底 属于 哪 一 种 几何 空间 现在 还 是 一 个 谜 。 不 过 ,我 
门 所 清楚 的 是 ， 迹 底 不 是 先 验 诀 定 的 ， 而 是 由 “经 验 ” 诀 定 的 。 或 如 黎 曼 预言 的 ， 揭 


这 个 迹 需 要 物理 学 ， 而 不 是 数学 。 
















































































































































































































































































































































































在 彻底 改变 了 人 类 的 空间 观念 之 外 ， 非 欧 几 何 的 建立 还 有 力 地 冲击 了 人 们 的 真 
理 观 。 
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E 西 方 ，2000 多 年 来 数学 曾 是 真理 之 堡垒， 数学 知识 被 普遍 视 为 绝对 不 会 错 的 知 
识 ， 数 学 命题 一 直 被 看 作 是 必然 真理 ， 而 欧 氏 几何 被 认为 是 关于 空间 的 绝对 真理 。 这 
种 执着 的 信念 ， 在 数学 发 展 历史 上 ， 曾 束缚 了 人 们 的 思想 ， 导 致 陵 凯 里 等 人 未 能 踏 进 
非 欧 几何 的 大 门 。 然 而 ， 随 着 非 欧 几 何 的 创立 及 应 用 ， 数 学 家 们 被 迫 面 对 这 样 一 个 问 
题 : 欧 氏 几何 、 罗 氏 几 何 与 黎 曼 几何 三 种 几何 学 不 仅 逻 辑 上 都 无 了 矛盾， 而 且 也 都 能 用 
来 描述 现实 的 物理 空间 ， 那 么 它们 之 中 哪 一 种 几何 学 是 自然 界 的 真理 呢 ?” 几 种 根本 
不 同 的 几何 学 不 能 都 真实 ， 如 果 一 种 是 真 的 ， 那 男 外 两 种 与 其 矛盾 的 几何 不 应 是 假 
的 吗 ? 
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对 此 的 反思 ， 使 数学 家 认识 到 ， 数 学 空间 与 物理 空间 之 间 有 着 本 质 的 区 别 ， 几 何 
` 是 关于 物理 空间 的 真理 ， 数 学 公理 和 定理 并 不 一 定 是 物理 世界 的 真理 。 人 们 应 放弃 
把 真理 与 数学 等 同 起 来 的 传统 观念 。 取 而 代 之 的 新 观念 是 ， 数 学 可 以 是 来 自 经 验 启 示 
的 一 种 创造 ， 其 适用 性 是 有 限 的 ， 它 在 哪里 适用 只 能 由 经 验 来 决定 。“ 数 学 并 不 是 一 堆 
天 然 的 钻石， 而 不 过 是 人 工 宝 石 " ， 人 工 的 数学 是 人 的 思想 的 自由 创造 ， 而 不 是 我 们 生 
活 的 世界 派 给 我 们 的 必然 产物 ， 它 并 不 一 定 也 不 必 提 供 真理 性 。 于 是 ， 数 学 家 只 能 满 
足 于 数学 处 于 这 样 的 地 位 : 数学 只 是 现实 的 一 个 相当 有 任意 性 的 人 为 模型 ， 对 物理 世 
界 发 生 的 事 它 只 能 或 多 或 少 地 加 以 描述 。 人 们 不 再 宣称 数学 给 出 的 是 真理 , “数学 自命 
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为 真理 的 态度 必须 抛弃 了 ”， 数 学 的 真理 性 来 失 了 。 自 古 希腊 以 来 ， 每 个 时 代 都 坚信 存 
在 绝对 真理 ( 欧 氏 几何 就 是 一 个 典范 ) 的 信念 破灭 了 ， 而 人 们 对 绝对 真理 的 寻求 也 被 证 


明 是 徒劳 的 。 
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除 改变 空间 观 ， 扫 荡 整 个 真理 王国 ， 导 致 真理 观 的 巨大 变化 外 ， 非 欧 几 何 的 建立 


造成 的 另 一 重要 转变 体现 在 西方 数学 观 ， 特 别 是 数学 研究 思想 上 。 


















































































































































具体 地 说 ， 非 欧 几何 的 确立 使 人 们 开始 认识 到 ， 在 以 往 的 数学 研究 中 人 们 往往 不 
q 吉 观 和 经 验 作为 数学 基础 。 这 种 以 直观 和 经 验 作为 数学 基础 的 做 法 ， 带 来 两 
个 方面 的 问题 ， 首先 ， 由 于 数学 以 直观 和 经 验 作 为 基础 ， 数 学 与 客观 真理 就 被 完全 地 
等 同 起 来 一 数学 成 了 客观 规律 、 真 理 体系 的 化 身 ， 其 次 ， 也 正 因 如 此 ， 人 们 的 思维 
和 数学 创造 就 被 严格 局 限于 直观 和 实践 经 验 ， 从 而 就 无 法 自由 地 展开 思维 创造 的 翅膀 。 
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性 觉 地 和 
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在 这 一 意义 上 ， 非 欧 几 何 对 欧 氏 几何 的 挑战 也 就 是 对 以 直觉 和 经 验 作 为 数学 基础 
这 一 传统 做 法 的 挑 咸 。 为 接受 非 欧 几何 的 挑战 ， 数 学 家 们 采取 的 做 法 是 ， 取 消 数 学 对 
直觉 与 经 验 的 依赖 。 正 如 我 们 上 面 提 到 的 ， 在 深刻 影响 后 来 数学 发 展 的 希 尔 伯 特 的 形 
式 化 公理 思想 中 ， 直 觉 的 真理 最 终 被 消除 。 数 学 成 为 一 个 逻辑 系统 ， 它 从 一 组 真 假 值 
不 确定 的 公设 出 发 ， 只 关心 公理 系统 内 部 逻辑 上 的 一 臻 性， 而 不 在 乎 系统 与 外 在 真实 
物理 世界 之 间 是 否 相符 。 数 学 变 成 一 种 毫 无 内 容 文 撑 的 形式 化 建构 ， 而 有 关外 部 
的 事实 则 被 交 给 其 他 学 科 (主要 是 物理 学 )。 
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对 


这 种 数学 观念 下 ， 我 们 可 以 说 ， 欧 氏 几 何 与 非 欧 几 何 都 是 真 的 。 注 意 ， 这 种 真 
并 不 是 指 其 在 物理 世界 中 的 真 假 ， 而 只 是 指 几 种 不 同 的 几何 学 在 其 各 自 的 公理 体系 内 ， 
逻辑 上 不 自 相 矛盾 而 已 。 换 言 之 ， 其 “ 真 ”并 不 是 指 物理 的 真实 性 ， 而 是 逻辑 的 真 
性 。 如 果 进 一 步 追问 : 不 同 几 何 学 中 哪 种 几何 学 的 公理 和 公设 是 真 的 呢 ? 对 现代 数学 
家 来 说 ， 这 样 的 问题 是 没有 意义 的 。 事 实 上 ， 他 们 已 不 关心 平行 公设 在 物理 世界 是 真 
还 是 假 这 一 问题 ， 而 只 关心 它 与 其 他 公理 的 逻辑 一 致 性 。 在 他 们 看 来 ， 数 学 公理 只 是 


对 数学 对 象 性 质 的 约定 ， 它 本 身 无 所 谓 真 假 。 

























































































































































































































































































































































































































































































数学 观念 的 这 次 革命 ， 一 方面 把 数学 的 地 位 
























































一 种 定义 、 公 理 和 逮 辑 演绎 的 构造 体系 ， 这 使 数学 丧失 了 真理 4 
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的 直观 意义 或 现实 背景 的 方向 上 。 数 学 只 需 关 六 




































































种 开放 式 的 数学 观 ， 使 数学 研究 可 以 不 受 直观 、 经 验 的 约束 ， 










































































理论 是 否 符合 经 验 现 实 ; 数学 不 再 束缚 于 直 





接 从 现实 世界 提 



































立 由 古 希 腊 表 万 物 的 构造 下 降 为 
E。 然 而 ， 男 一 方面 ， 

展 到 没有 明显 

逻辑 的 相 容 性 顾虑 所 创造 的 


















































上 象 而 得 的 概念 ， 而 是 




























































































去 探索 人 类 心智 的 创造 自由 。 数 学 家 能 够 而 且 应 该 探索 任何 可 能 的 问 
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探索 和 构建 























T 











任何 可 能 的 公理 体系 。 于 是 ， 这 种 全 新 的 数学 观 ， 给 整个 数学 界 带 来 了 












































的 气息 ， 



































为 数学 自身 的 发 展开 拓 了 无 限 让 














润 的 前 景 ， 使 数学 获得 ] 
























































新 生 。 而 数学 也 




















被 引 向 了 更 广泛 、 更 抽象 、 更 理想 化 的 理性 创造 领域 。 正 是 






































可 被 看 成 现代 数学 的 实际 起 点 。 
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在 本 章 中 ， 我 们 介绍 了 人 类 在 探求 欧 几 里 得 和 



































的 道路 。 为 了 追根 溯源 ， 我 们 先是 简单 介绍 了 曾 作为 数学 “圣经 ”的 《几何 原本 
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在 这 一 意义 上 ， 非 欧 几何 





五 公设 问题 时 所 走 过 的 艰辛 而 漫长 



























































这 本 深刻 影响 了 数学 发 展 及 西方 文明 的 伟大 闭 作 
年 为 逻辑 推演 的 前 提 ， 建 立 起 一 座 询 上 峨 的 几何 学 大 厦 。 然 而 ， 在 这 些 作为 起 点 也 
人 们 









































'， 第 五 公设 看 上 去 却 缺 乏 公设 应 有 的 简单 性 。 






































1 9 欧 几 里 得 以 五 务 









































于 是 ， 目 欧 儿 里 




















怀疑 的 目光 审视 这 一 公设 ， 人 们 大 都 相 














Zl 









































它 事实 上 是 一 条 





五 公设 问题 产生 了 ， 其 后 无 数 人 踏 上 了 第 五 公设 的 试 证 之 路 。 





可 以 被 证 明 的 命题 。 
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最 初 ， 人 们 希望 能 从 欧 
等 价 形式 来 取代 它 。 然 而 ， 直 到 











将 第 五 公设 
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得 的 其 他 公设 和 公司 
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导出 它 , 或 者 试 


























18 世纪 























问题 称 作 


一 个 与 第 五 公设 等 价 


第 五 公设 的 尝试 是 妇 





[此 之 多 ， 又 都 | 
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直接 证 明 的 长 期 失败 








“几何 学 基 














中 叶 ， 这 样 
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尝试 都 失败 了 。 
































图 以 更 能 接受 的 


每 一 种 “证 明 97 











的 命题 ， 要 么 存在 
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皮 其 他 
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为 徒劳， 结果 
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启发 人 们 改 
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国 数 学 家 达 妓 




















“第 五 公设 ”的 漫长 征程 


成 立 的 情况 入 手 ， 
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接 证 
1， 努 力 的 方向 开始 发 和 9 








完 能 


E 了 转变 。 


明 方法 。 于 是 ， 我 们 看 到 人 们 
许多 数学 家 开始 党 试 
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LE 区 几何 
的 工作 孕育 了 非 


比 得 出 
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已 知 定 





贝尔 (1717 一 1783 ) 


在 证 明 
了 反 证 
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的 结果 。 这 


RL 出 几 位 新 几何 的 


























道路 的 是 意大利 


数学 家 萨 凯 
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士 数学 家 兰 人 














| 非 欧 几 何 的 门槛 前 时 ， 却 在 
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即 欧 几 里 
为 相 


进 了 
导出 来 ， 也 前 





步 。 在 他 们 看 来 ， 
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国 的 信念 支配 下 ， 










































































1 于 区 





是 说 ， 它 站 


























3 斯 沿 着 这 条 齐 





i 道路 又 迈 
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{他 9 
此 ， 他 们 相信 存 
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、 公 设 扒 





























上 相 容 的 几何 ， 认 识 到 了 
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区 三: 
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欧 几 何 理论 并 对 非 欧 几 何 的 意义 

















和 深刻 理 





解 的 是 数学 之 王 高 斯 。 然 而 
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fF， 这 位 行事 刘 慎 的 数学 家 决定 将 























己 的 发 现 秘 而 不 宣 。 在 高 
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个 新 奇 的 世界 "。 然 而 , 来 



































高 斯 的 评语 使 J 波 尔 约 十 分 失望 ， 并 基本 放弃 了 这 方 










































































为 非 欧 几何 的 生存 和 发 


















































下 的 研究 。 于 是 ， 发 展 并 坚决 捍 

















卫 非 欧 几 何 的 重任 落 在 了 “几何 学 的 哥伦布 ”俄国 数 
篇 关于 非 欧 几何 的 论文 起 ， 直 到 去 世 为 止 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 在 孤 境 中 以 


















































学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 身 上 。 自 1826 
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展 和 奋斗 了 长 达 30 














有 心 的 读者 应 该 能 从 三 位 非 欧 几何 发 明 
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其 非凡 的 勇气 

重要 的 贡献 。 

到 一 此 有益 启示 。 
罗 巴 切 夫 斯 基 、 

宣布 了 非 欧 几何 
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种 更 广泛 的 几何 ， 即 现在 所 称 的 
何 、 狭 义 的 黎 氏 几何 ( 椭 区 
几 种 非 欧 几 何 模型 的 区 
欧 几 何 获得 了 
































年 ， 为 非 欧 几 何 的 创立 做 出 了 最 
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己 发 现 的 不 同 态度 中 得 











高 斯 、J. 波 尔 约 各 自 独 立地 提出 了 本 质 上 相同 的 一 种 非 欧 几 何 ， 



































的 诞生 。 但 非 欧 几何 要 获得 普遍 接受 ， 还 需要 











步 确立 自身 的 无 矛 
























































在 自己 的 著名 演讲 ! 





， 德 国 数学 家 黎 曼 大 大 发 
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五 公设 不 可 


立 的 命题 ， 因 下 
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展 了 非 欧 几何 ， 建 立 起 
]( 双 曲 几何 )、 欧 氏 几 
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成 为 这 一 (广义 
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之 ， 非 欧 几 何 的 了 

















6 在 其 他 9 条 公理 











、 公 设 的 


ECE 人 们 可 以 换 一 个 与 之 矛盾 的 公设 并 发 展 出 全 




































































可 的 特例 。 而 后 ， 随 着 




















所 子 盾 性 也 获得 了 解决 。 这 些 结果 最 终 使 非 
数学 界 普遍 的 承认 。 这 同时 也 对 第 五 公设 问题 做 出 了 判决 : 欧 几 里 得 第 
下 础 上 推导 出 来 ， 它 在 欧 氏 几何 中 是 一 个 独 
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史 时 ， 我 们 可 以 清楚 地 意识 到 ， 





顾 从 





试 证 第 五 公设 到 非 欧 几何 诞生 ， 再 到 非 欧 几 何 地 位 确定 这 一 段 漫 长 的 历 














t= 

















几何 创立 之 前 ， 已 经 有 许多 




















正 因 此 ， 
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念 更 新 引出 的 这 门 数 学 分 文 在 其 地 位 确 


事情 的 转折 并 非 来 自 
数学 家 发 
史上 ， 最 具 根 本 性 的 是 思想 观念 的 转变 。 也 正 因为 观念 的 更 新 ， 非 欧 几何 诞生 了 。 而 






































展 了 这 些 “ 技 术 | 


























“技术 性 内 容 "。 事 实 上 ， 在 非 欧 





新 的 几何 ， 如 双 曲 几何 






































生 内 容 ”。 












































定 后 ， 反 








寻 此 ， 在 非 欧 几何 的 历 



































过 来 在 数学 中 产生 了 深 
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| 而 巨大 的 影响 。 通 过 上 面 的 介绍 ， 我 们 已 看 到 ， 非 欧 几 何不 仅 成 为 数学 史上 的 一 座 
蛙 论 丰碑 ， 而 且 还 对 人 们 的 空间 观念 、 折 学 观念 与 数学 观念 产生 了 极其 深远 的 影响 。 































































































从 探求 第 五 公设 问题 的 解答 到 孵 出 非 欧 几 何 这 个 数学 金 蛋 ， 到 非 欧 几 何 对 数学 的 深刻 
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品味 这 段 数 学 史 ， 真 能 获 花 民 多 。 











第 四 章 


四 色 问 题 
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在 绘制 地 图 时 ,为 了 区 别 不 同 的 区 域 ， 通 常 要 对 任意 两 个 有 共同 边界 
的 相 邻 区 域 染 上 不 同 的 颜色 ， 而 为 了 节省 颜色 ， 对 不 相 邻 的 区 域 则 不 必 涂 
不 同 的 颜色 。 你 是 否 留意 过 ， 按 这 种 要 求 绘 出 的 地 图 实际 上 至 多 用 了 4 种 
不 同 的 颜色 ? 当 有 人 灵机 一 动 ， 想 到 “是 否 任何 地 图 都 可 以 用 4 种 颜色 来 


染色 ”时 ， 世 界 最 迷人 的 数学 难题 之 一 一 四 色 问 题 间 世 了 。 
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四 色 问 题 的 来 源 



































1852 年 ， 一 位 从 伦敦 大 学 毕业 名 叫 弗 兰 西 斯 * 格 思 里 (1831 一 1899 ) 


的 学 生 ， 在 研究 英国 地 图 时 注意 到 一 个 有 趣 的 事实 : 英国 的 郡 都 可 以 用 4 

















































































































种 颜色 来 染色 ， 且 使 得 相 邻 的 郡 染 不 同 的 颜色 。 在 进一步 研究 中 ， 他 发 现 







































































条 些 地 图 用 3 种 颜色 无 法 完成 染色 ,但 似乎 所 有 地 图 用 4 种 颜色 就 足够 了 。 
具有 数学 头脑 的 格 思 里 想到 一 个 数学 问题 : 是 否 所 有 地 图 都 可 以 仅 用 4 种 


色 染 色 呢 ? 他 猜测 答案 是 肯定 的 。 这 就 是 著名 的 四 色 猜 想 。 格 思 里 当时 
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还 无 法 预料 到 这 一 问题 究竟 有 多 难 ， 更 无 法 预料 到 他 会 以 这 一 问题 的 提出 者 而 留 名 了 






















































































不 久 后 ， 格 思 里 把 自己 的 这 个 发 现 写 信 告 诉 了 仍 在 伦敦 大 学 读书 的 弟弟 弗 里 德 利 
克 ' 格 思 里 ， 画 了 一 个 图 ， 这 个 图 最 少 要 用 4 种 颜色 ， 才 能 把 相 邻 的 部 分 区 分 开 。 
恰好 弗 里 德 利克 是 著名 数学 家 德 . 摩根 的 学 生 。 于 是 在 1852 年 10 月 23 日 ， 他 把 哥哥 


的 问题 与 想法 转交 给 德 ， 摩根。 



































































































































































































































对 此 非常 感 兴趣 的 德 ， 摩根 在 同一 天 写 信 把 问题 告诉 了 著名 数学 家 哈密 顿 。 在 去 
信 中 德 . 摩根 写 道 : ”我 的 一 名 学 生 今天 请 我 给 他 解释 一 个 事实 ， 但 我 并 不 知道 那 究竟 
是 不 是 一 个 事 令 并 且 到 现在 还 不 知道 。 他 说 如 果 任 意 划分 一 个 图 形 并 给 各 部 分 着 
上 颜色 ， 使 任何 具有 公共 边界 的 部 分 颜色 不 同 ， 那 么 需要 4 种 颜色 就 够 了 ， 无 须 更 多 


的 颜色 。 下 图 是 需要 4 种 颜色 的 例子 。 
























































































































































































































































































































































































































































































































































现在 的 间 题 是 是 否 会 出 现 需 要 5 种 或 更 多 种 颜色 的 情形 …… 此 事 如 果 当 真 ， 难 道 
从 未 有 人 注意 过 吗 ? 我 的 学 生 说 这 是 在 给 一 幅 英国 地 图 着 色 时 提出 的 猜测 。 我 越 想 越 
觉得 这 是 显然 的 事情 。 如 果 您 能 举 出 一 个 简单 的 反例 来 ， 说 明 我 像 一 头 春 纺 ， 那 我 只 
好 重 蹈 斯 芬 克 斯 的 履 改 了 …… 和 7 



































为 了 避免 误解 ， 我 们 先 对 四 色 问 题 一 一 给 任何 一 张 平面 地 图 着 色 ， 并 对 任何 具有 
共同 边界 的 国家 (区 域 ) 着 不 同 的 颜色 ， 只 用 4 种 颜色 就 够 了 一 一 做 几 点 说 明 。 







































































































































































首先 ， 地 图 中 任何 一 个 国家 都 必须 是 连通 的 ， 连 通 的 意思 是 说 从 国家 内 的 任 一 点 


出 发 ， 都 可 以 不 出 边界 ， 走 到 该 国家 内 任 一 点 。 简 言 之 ， 即 不 能 出 现 一 个 国家 在 地 医 
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上 由 两 个 或 更 多 的 地 区 组 成 的 情况 ， 比 如 下 图 所 示 的 地 图 就 不 符合 要 求 ， 因 为 被 分 成 


两 块 的 是 不 连通 的 。 
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的 相 邻 区 域 是 指 有 一 整 段 共 同 边界 ， 而 不 是 只 有 一 点 (或 几 个 点 ) 相 


















































其 次 ， 问 题 


连 的 区 域 。 比 如 在 


































































































\ 面 的 左 图 中 , 4 与 、D 是 相 邻 的 , 但 4 与 C 有 一 点 相连 就 不 能 


看 作 相 邻 区 域 。 因 此 ，4 、C 可 以 用 相同 的 颜色 。 否 则 ， 如 下 面 的 右 图 所 示 ， 各 个 国家 















































































































































像 饮 饼 那样 “ 相 邻 ”排列 ， 则 有 多 少 国家 地 图 就 会 需要 多 少 种 颜色 ， 四 色 猜 想 显然 是 


不 成 立 的 。 















































此 外 ， 作 为 一 个 数学 问题 ， 我 们 要 讨论 研究 的 不 是 哪 一 张 具 体 的 地 图 ， 而 是 要 考 
虑 任意 一 张 地 图 。 比 如 ，1975 年 4 月 1 日 《科学 美国 人 》 困 志 上 ， 闭 名 的 数学 专栏 作 
家 马丁 加 德 纳 在 一 篇 文章 中 笋 有 介 事 地 宣称 ， 下 面 这 张 地 图 来 自 一 位 图 论 专 家 发 给 


专业 杂志 的 论文 ， 它 不 能 用 4 种 颜色 着 色 ! 如 果 有 人 按照 染色 要 求 ， 给 出 了 它 的 一 种 
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四 着 色 ， 是 否 意味 着 已 经 证 明了 四 色 问 题 呢 ? 答案 自然 是 否定 的 ， 这 只 能 得 出 加 德 纳 










































































的 宣称 是 错误 的 。 事 实 上 ， 这 篇 发 表 在 思 人 贡 的 文章 本 身 就 是 加 德 纳 开 的 一 个 玩笑 。 















































顺便 指出 ， 用 4 种 颜色 对 一 个 复杂 的 地 图 染色 并 不 是 一 件 容易 的 事情 。 据 说 ， 加 





























德 纳 的 这 个 由 110 个 区 域 组 成 的 地 图 曾经 被 美国 一 些 大 学 选 作 计算 机 或 数学 专业 学 生 
的 竞赛 题 或 习题 以 征求 答案 。 但 长 时 期 中 见 不 到 该 图 的 具体 四 着 色 方 案 。 这 里 给 出 了 


一 种 解答 ， 如 下 面 的 右 图 所 示 。 



































































































































收 到 德 . 摩根 来 信 的 哈密 顿 并 没有 表示 出 对 此 问题 的 浓厚 兴趣 。 在 10 月 26 日 的 


回信 中 ， 哈 密 顿 写 道 : “我 可 能 不 会 很 快 就 考虑 你 的 颜色 “4 元 组 ”问题 。 




































































4 月 14 











lt 





对 此 深 感 兴趣 的 德 : 摩根 在 随后 的 几 年 里 继续 研究 这 一 问题 。1860 锯 
在 一 本 杂志 上 评价 一 本 《发 现 的 哲学 》 的 书 时 ， 德 . 摩根 再 次 提 到 四 色 问 题 ， 并 谈 了 
自己 对 它 的 看 法 ， 但 由 于 一 直 未 获 大 的 进展 ， 他 后 来 对 这 一 问题 的 热情 也 慢 慢 减 少 了 。 
正当 这 一 问题 在 人 们 的 视野 中 逐渐 淡出 时 ， 另 一 位 英国 数学 家 凯 莱 (1821 一 1895 ) 对 此 
的 关注 复 燃 了 人 们 对 它 的 兴趣 。 



















































































































































































1878 年 7 月 13 日 ， 在 伦敦 数学 学 会 的 一 次 会 议 上 ， 凯 莱 询 间 四 人 色 间 题 是 否 已 经 
得 到 了 证 明 。 在 得 到 否定 的 回答 后 ， 凯 莱 会 后 发 表 了 一 篇 《 论 地 图 着 色 》 的 文章 。 文 
将 中 他 更 严格 地 表述 了 这 一 问题 ， 并 指出 这 个 问题 的 一 些 困 难 所 在 ， 最 后 他 承认 自己 
直 没 有 得 到 这 个 问题 的 严格 证 明 。 
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四 色 问 题 在 经 过 凯 茉 正式 提出 后 ， 引 起 了 人 们 普遍 的 关注 ， 并 在 当时 掀起 了 一 场 
四 色 问 题 热 ， 许多 人 加 入 到 证 明 四 色 猜 想 的 队伍 中 。 在 介绍 其 他 人 的 工作 之 前 ， 我 们 























先 来 看 一 下 德 . 摩根 取得 的 小 进展 。 























德 * 摩根 的 工作 


















































首先 , 德 . 摩根 与 格 思 里 一 样 ， 台 就 认识 到 在 为 某 些 地 图 染色 时 3 种 颜色 是 







































































不 够 的 ， 这 表明 要 用 不 同 的 颜色 区 分 不 同 的 区 域 至 少 要 4 种 颜色 。 下 图 即 为 一 个 不 能 


了 3 种 颜色 染色 的 简单 例 To 




































































此 外 ， 德 :摩根 还 得 到 了 一 个 涉及 邻 域 的 结论 。 有 关 邻 域 的 问题 ， 最 早出 现在 德 
国 闭 名 数学 家 成 比 乌 斯 和 他 的 一 位 朋友 的 讨论 中 。1840 年 ， 在 一 次 演讲 中 ， 成 比 乌 斯 


第 一 次 明确 提出 这 个 问题 ， 并 讲 了 一 个 有 趣 的 童话 。 









































































































































从 前 ,在 远东 生活 着 一 个 国王 ,他 有 5 个 儿子 ， 他 们 将 在 国王 萄 月 后 继承 王位 。 
习 王 在 遗嘱 中 规定 ， 他 的 王国 将 分 成 5 部 分 ， 每 一 个 都 必须 与 其 他 4 个 毗邻 。 因 为 老 
国王 担心 ,假如 不 这 样 分 割 ， 一 个 兄弟 去 访问 男 一 个 就 不 得 不 经 过 他 人 的 国土 ， 兄 弟 
就 可 能 变 得 踊 远 。 另 外 ， 国 王 还 规定 ， 每 对 兄弟 必须 修筑 连接 他 们 于 地 的 马路 ， 而 这 
些 道路 必须 分 开 ， 不 能 穿 过 第 三 者 的 领地 。 国 王 死 后 ， 五 弟兄 费 了 很 长 时 间 来 遵照 父 
亲 的 遗愿 分 土地 ， 但 他 们 的 努力 都 失败 了 。 
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弟兄 们 完 不 成 的 这 项 任务 ， 瞳 示 了 平面 上 5 个 区 域 中 的 每 一 个 区 域 都 与 其 他 4 个 
区 域 相 邻 是 不 可 能 的 。 进 而 言 之 ,平面 上 相互 毗邻 区 域 的 最 大 数目 ， 等 于 平面 上 能 用 
互 不 相交 的 简单 曲线 连接 的 点 的 最 大 数目 ， 而 这 个 最 大 数目 都 等 于 4。 这 正 是 德 * 摩 


根 后 来 所 证 明 的 结论 。 
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这 一 不 难 发 现 并 证 明 的 事实 ， 为 许多 试图 证 明 四 色 猜 想 的 人 提供 了 一 个 陷阱 。 许 
多 人 误 以 为 这 一 结论 已 列 含 了 四 色 定 理 ， 并 从 此 事实 出 发 推 得 四 色 狂 想 成 立 。 我 们 分 
析 一 下 这 种 推理 错 在 什么 地 方 。 
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假设 平面 上 存在 5 个 区 域 ， 其 中 每 一 个 区 域 都 与 其 他 4 个 区 域 相 邻 ， 那 么 显然 为 
这 5 个 区 域 着 色 需 要 5 种 颜色 ， 因 而 四 色 定 理 不 成 立 。 正 如 德 . 摩根 证 明 的 ， 事 实 上 
这 一 假设 不 成 立 。 然 而 由 它 的 不 成 立 ， 能 和 否 直接 推出 四 色 冠 理 成 立 呢 ? 当然 不 能 。 
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为 ,“ 没 有 地 图 包含 5 个 两 两 相 邻 的 区 域 ”这 一 结论 并 不 意味 着 ， 不 存在 其 他 需要 5 种 
颜色 的 地 图 。 





















































为 了 说 明 这 种 强 含 关系 不 成 立 ， 我 们 还 可 以 采用 以 毒 攻 毒 的 方法 。 

























































































如 果 认 为 “任何 地 图 都 不 允许 其 中 5 个 国家 都 与 其 他 4 个 相 邻 ， 则 用 4 种 颜色 足 
以 给 地 图 着 色 ” 成 立 ， 那 么 类 似 的 应 该 有 “任何 地 图 都 不 允许 其 中 4 个 国家 都 与 其 他 
3 个 相 邻 ， 则 用 3 种 颜色 足以 给 地 图 着 色 ” 成 立 。 但 对 后 者 ， 我 们 可 以 举 出 下 面 的 反 


例 图 。 
































































































































































































































如 图 所 示 ， 在 这 6 个 区 域 中 ， 根 本 没有 4 个 区 域 是 每 个 都 与 其 他 3 个 相 邻 的 ， 但 
为 了 给 这 幅 地 图 染色 ，3 种 颜色 并 不 够 ， 






























































和 实 上 它 需 要 4 种 颜色 。 
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此 ,我 们 看 到 ， 地 图 着 色 所 需 的 色 数 并 不 一 定 等 于 彼此 相 邻 国家 的 最 大 数目 。 
也 就 是 说 ,虽然 证 明了 平面 上 不 会 有 5 个 彼此 都 相 邻 的 区 域 ， 然 而 这 并 不 能 成 为 四 色 
定理 的 证 明 。 在 后 面 的 介绍 中 ,我们 会 看 到 许多 关于 四 色 猜 想 的 证 明 ， 因 为 落 入 不 司 
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的 陷阱 而 磁 了 壁 。 这 里 提 到 的 正 是 四 色 猜 想 者 容易 遇 到 的 第 一 块 暗 礁 ， 也 是 刚 入 门 对 
必须 小 心 的 地 方 。 事 实 上 ， 一 些 号 称 证 明了 四 色 猜 想 的 人 就 是 碰 在 了 这 块 小 暗礁 上 却 
不 自 知 。 
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对 我 们 要 探讨 的 四 色 问 题 来 说 ， 还 有 一 个 比较 明显 但 重要 的 事实 : 问题 中 各 个 
域 的 实际 形状 与 大 小 并 不 重要 ， 重 要 的 仅仅 是 它们 的 相 
的 地 图 ， 在 考虑 着 色 时 是 完全 等 价 的 。 
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对 位 置 。 比 如 ， 下 面 三 幅 不 同 





































































































































































































这 种 等 价 上- 称 为 拓扑 等 价 ， 由 此 进入 的 是 一 门 称 为 拓扑 学 的 数学 分 支 。 
F 面 我 们 暂且 放下 四 色 问 题 ， 去 简单 了 解 一 下 拓扑 学 ， 一 门 起 源 于 游戏 的 趣味 数学 
学 科 。 
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sr 一 十 上 


拓扑 学 与 图 论 : 起 源 于 游戏 的 数学 


























数学 游戏 ， 作 为 一 种 运用 数学 知识 的 大 众 化 智力 娱乐 活动 ， 因 其 趣味 
性 ， 往 往 容 易 激 发 人 们 的 数学 热情 与 兴趣 ， 因 而 对 普及 数学 而 言 是 非常 有 
益 的 。 另 一 方面 ， 从 历史 角度 看 ， 数 学 游戏 还 曾 对 数学 的 发 展 起 到 过 重要 
而 积极 的 作用 。 特 别 是 ， 它 曾 直接 促进 新 的 数学 分 支 的 创立 。 我 们 这 里 要 
介绍 的 拓扑 学 与 图 论 就 是 典型 的 例子 。 
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柯 尼 斯 堡 七 桥 问题 


























柯 尼 斯 堡 城建 于 1255 年 ， 原 是 德国 东 普 重 士 的 一 部 分 ， 第 二 次 世界 大 
战 后 ， 划 归 苏 联 ( 现 属 俄罗斯 )， 并 被 更 名 为 加 里 宁 格 勒 。 这 座 名 城 在 数学 
上 经 常 被 提起 ， 则 源 于 与 它 有 关 的 一 个 着 名 数学 问题 。 


































































































这 一 问题 远 济 至 18 世纪 初 。 当 时 有 一 条 名 为 普 雷 格 尔 的 河 从 柯 尼斯 堡 
城中 穿 过 ,河中 有 两 个 岛 ， 河 上 有 7 座 桥 连接 着 这 两 个 岛 及 河 的 两 岸 ， 如 
下 图 所 示 。 







































































店主 村 铁匠 桥 









18 世 纪 初 的 
尼斯 堡 桥 






































柯 尼 斯 堡 城 的 居民 喜欢 沿 着 城市 的 河岸 和 岛屿 散步 。 不 知 从 何 时 起 出 现 了 一 个 有 
全 














趣 的 娱乐 问题 : 能 否 找到 一 条 路 线 ， 可 以 经 过 所 有 7 座 桥 ， 但 不 重复 经 过 任意 一 座 桥 


(而 且 回 到 起 点 ) ? 







































































这 一 问题 后 来 传 到 了 伟大 数学 家 欧 拉 耳 杀 里 ， 并 引发 了 他 的 研究 兴趣 。1736 年 ， 
欧 拉 癌 俄 国 科学 院 提交 了 一 篇 论文 ， 彻 底 角 
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决 了 这 一 问题 。 







































































欧 拉 先是 把 问题 做 了 简化 处 理 。 他 用 点 代表 陆地 ， 用 线段 或 弧 代 表 桥 ， 具 体 点 说 



































就 是 用 4、D 表示 两 个 小 岛 ， 点 了 B、C 表示 河 的 左右 两 岸 ， 再 用 连接 两 点 的 线 表 示 桥 ， 


这 样 就 把 原 图 变 成 了 一 个 由 4 个 点 和 7 条 线 组 成 的 新 图 形 。 




















































































































在 经 过 这 样 的 抽象 后 ， 原 来 的 问题 相当 于 ， 能 否 用 一 笔画 出 上 面 的 图 。 于 是 ,“ 柯 

































































尼斯 堡 七 桥 问 题 ”转化 成 “一 笔画 ”问题 。 如 果 上 图 能 一 笔画 成 ， 就 说 明 “ 一 次 连续 















































走 过 七 桥 而 无 重复 ”的 走 法 是 存在 的 ; 反之 ， 如 果 能 证 明 不 可 能 一 笔画 出 上 图 ， 就 说 
明 这 种 走 法 是 不 存在 的 。 






























































随后 ， 欧 拉 先 研究 了 一 个 更 一 般 的 问题 : 什么 样 的 图 形 能 一 笔画 出 。 
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要 想 一 笔画 出 一 个 
就 是 说 ， 一 笔画 的 过 程 是 点 、 线 相间 排 成 一 连 串 : 起 点 一 线 一 顶点 一 线 …… 线 一 顶 
点 - 线 - 终 点 。 起 点 可 以 由 几 条 线 汇合 ， 但 是 画图 时 ， 总 是 先 从 它 出 去 ， 然 后 进来 出 


器 














， 总 要 选 一 个 起 点 ， 选 一 个 终点 ， 还 要 经 过 一 些 中 间 点 。 也 












































































































































































































































去 几 次 (进出 一 次 ， 得 到 两 条 线 : 进来 是 一 条 线 ， 出 去 也 是 一 条 线 )， 而 最 后 一 次 是 出 
去 的 ， 所 以 集中 在 起 点 的 线 只 能 是 一 条 、 三 条 、 五 条 …… 即 是 奇数 条 。 终 点 是 先 画 进 
去 ， 然 后 出 去 进来 几 次 ， 而 最 后 一 次 是 进来 的 ， 所 以 集中 在 终点 的 线 也 只 能 是 奇数 条 
《这 样 的 点 我 们 称 为 奇 点 )。 作 为 中 间 各 点 ， 有 一 条 “进入 线 ” 就 有 相应 的 一 条 “ 离 










































































线 "， 应 是 进去 出 来 的 次 数 相等 ， 即 每 一 点 上 都 只 能 有 偶数 条 线 ( 这 样 的 点 我 们 称 为 人 
点 )。 因 此 简单 地 说 ， 中 间 点 一 定 是 偶 点 。 于 是 ， 如 果 起 点 与 终点 是 不 同 的 两 个 点 ， 则 
只 有 起 点 和 终点 是 奇 点 ， 共 两 个 奇 点 ; 如 果 起 点 与 终点 重合 ， 即 最 后 又 画 回 到 起 点 ， 


那么 起 点 、 终 点 也 成 了 偶 点 ， 这 时 所 有 的 点 就 都 是 偶 点 了 ， 即 奇 点 数 为 0。 


此 也 




































































































































































此 ， 我 们 可 以 得 出 一 个 结论 : 一 个 图 能 否 一 笔画 出 ， 是 由 它 的 奇 点 个 数 来 决定 


的 。 能 一 笔画 的 图 形 ， 其 奇 点 的 个 数 只 能 是 0 或 2。 























































































































最 后 将 这 个 结论 应 用 到 具体 的 七 桥 问 题 上 。 如 果 要 不 重复 地 走 完 柯 尼斯 堡 的 七 月 

桥 ， 那么 转化 后 的 图 中 奇 点 个 数 只 有 为 0 或 2 时 才 行 ， 如果 加 上 回 到 起 点 的 要 求 ， 

么 奇 点 个 数 只 能 为 0。 但 可 以 发 现 ， 上 图 中 的 奇 点 个 数 有 4 个 ， 因 此 可 以 下 结论 说 ， 
这 样 的 散步 路 线 是 不 存在 的 。 
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就 这 样 ， 欧 拉 通 过 抽象 分 析 思 考 把 七 桥 问 题 归 为 “一 笔画 问题 "， 并 以 令 人 难以 3 
信 的 轻巧 解决 了 一 笔画 的 可 能 性 司 满 解决 了 柯 尼 斯 堡 七 桥 问 题 。 对 数学 而 
言 ， 欧 拉 这 一 颇 受 赞誉 的 研究 更 重要 的 贡献 在 于 它 折 宽 了 数学 的 研究 领域 。 
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在 论文 的 开头 欧 拉 曾 写 道 : "讨论 长 得 大 小 的 几何 学 分 支 ， 一 直 被 人 们 热心 研究 


着 。 但 是 ， 还 有 一 个 至 今 几乎 完全 没有 探索 i 




























































































| 二 





的 分 支 ， 莱 布 尼 光 最 先 提 过 它 并 称 之 为 
“位 置 几何 学 '。 这 个 几何 学 分 支 只 讨论 与 位 置 有 关 的 关系 ， 人 研究 位 置 的 性 质 ， 不 考虑 
长 短 大 小 ， 也 不 涉及 量 的 计算 。 但 是 至 今 未 有 过 令 人 满意 的 定义 ,来 解释 位 置 几何 学 































































































































































































的 课题 和 方法 ……” 欧 拉 在 文章 




















欧 拉 所 提 到 的 ， 在 这 门 新 几何 全 








， 我 们 





F 第 所 熟悉 的 








提 到 的 这 门 新 几何 学 分 支 现在 被 称 为 拓扑 学 。 正 








如 








E 离 、 大 小 是 无 关 紧 要 的 ， 直 















































9 度 等 也 失去 了 意义 。 它 所 关心 的 是 
变换 下 保持 不 变 的 拓扑 性 质 。 正 因为 研究 ; 





























村 曲 、 拉 人 

















、 压 缩 或 扭转 等 连 



































， 所 以 折 # 















































几何 学 "”。 在 拓扑 学 中 ， 
等 价 的 。 如 下 
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指出 ， 
了 与 平 画 





以 证 明 平 面 上 的 地 图 
图 等 价 的 四 色 猜 想 。 
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欧 拉 对 七 桥 问 题 的 区 




















个 图 形 
图 所 示 ， 几 个 图 形 从 拓扑 仿 
有 数学 家 幽默 地 评论 说 :“ 折 扑 学 家 是 一 群 无 法 区 分 甜 甜 


满 解 决 ， 成 为 折 # 


[> 上、 











曲 、 














拉 人 




















学 获得 


等 拓扑 变换 得 到 的 


了 一 个 更 为 通 
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和 度 而 言 就 是 等 价 的 。 所 以 ， 
圈 与 咖啡 杯 的 数学 家 。” 
与 球面 上 的 地 图 是 拓扑 等 价 的 。 因 此 ， 在 球面 地 图 上 也 
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[学 的 先 声 。 在 拓扑 学 上 ， 欧 拉 做 出 的 另 一 
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要 贡献 是 发 现 并 证 明了 简单 多 面体 的 























五 是 校 的 个 数 , 下 是 面 的 个 数 。 为 纪念 欧 拉 的 这 一 重要 发 现 ， 














发 行 了 如 下 [ 
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此 外 ， 欧 拉 对 “七 桥 问 题 ” 的 研究 还 商定 了 另 
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的 基础 。 他 在 解决 柯 


已 

















门 新 兴 的 有 趣 数 学 分 支 一 一 图 
斯 堡 七 桥 问题 时 所 得 出 的 关于 一 笔画 的 结论 也 成 为 图 论 历史 











t+F=2， 其 中 人 是 顶点 的 个 数 ， 


民主 共和 国 还 
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的 第 一 个 成 果 。 对 此 ， 后 来 对 图 论 做 出 大 量 重要 贡献 的 数学 家 塔 特写 下 一 篇 反映 图 论 


的 幽默 诗作 : 












































柯 尼斯 堡 的 一 些 市 民 ， 
漫步 在 河畔 。 

在 普 雷 格 尔 河 旁 ， 

有 七 座 桥 相伴 。 

“ 欧 拉 ， 我 们 一 起 散步 吧 1” 
那些 市 民 在 召唤 。 

“我 们 在 这 七 座 桥 上 漫步 ， 

仅 经 过 每 座 桥 一 次 。” 
“你 们 做 不 到 ,” 欧 拉 大 声 说 道 ， 
“结果 就 是 这 样 ， 

岛 帖 作为 顶点 ， 四 个 点 有 坷 数 度 。” 
从 柯 尼 斯 促 到 K6nig 的 书 ， 

图 论 的 传说 正 是 如 此 ， 

而 且 越 来 越 精彩 ， 


绽放 在 密 歌 根 和 耶 重 。 






























































有 趣 的 是 ， 图 论 起 源 后 的 下 一 次 进展 也 来 自 一 个 数学 游戏 ， 而 游戏 的 发 明 者 则 是 
我 们 前 面 已 提 到 的 哈密 顿 。 





















































哈密 顿 (1805 一 1865 )， 爱 尔 兰 数学 家 ， 数 学 史上 诸多 早熟 的 天 才 之 一 。 他 于 1805 
FE 出 生 在 都 柏林 。 当 他 大 约 一 周岁 时 ， 父 母 把 
叔父 是 个 语言 学 家 ， 在 他 的 培养 下 ， 天 赋 超 群 的 哈密 顿 3 岁 时 就 能 顺利 地 读 英 文 ，5 
岁 就 能 读 能 译 拉 丁 文 、 希 腊 文 和 希 伯 来 文 ，8 岁 时 又 掌握 了 意大利 文 和 法 文 ， 不 到 10 
岁 就 学 阿拉 伯 文 和 梵文 。14 岁 时 ， 他 用 波斯 文 写 信 给 当时 正在 访问 都 柏林 的 波斯 大 
使 。15 岁 那 年 ， 一 件 偶 然 的 事件 改变 了 他 的 兴趣 与 生活 道路 。 当 时 ， 一 个 美国 青年 科 
尔 布 恩 在 都 柏林 表演 了 他 的 快 如 闪电 的 计算 能 力 。“ 后 来 很 长 一 段 时 间 ,” 哈 密 顿 后 来 
写 道 , “我 喜欢 心算 很 长 的 算术 运算 ， 开 平方 和 开 立 方 ， 以 及 每 一 件 与 数 的 性 质 有 关 的 
东西 。” 最 后 ， 他 决心 终身 从 事 数学 。 他 宣称 :“ 再 也 没有 比 研究 科学 更 能 升华 人 的 心 
灵 ， 更 能 把 一 个 人 提升 到 众人 之 上 了 。 谁 不 愿意 享有 阿 基 米 德 的 名 声 呢 ……” 






































他 交 给 一 位 叔父 抚养 并 进行 教育 。 这 位 





和 由 
上 
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1823 年 ， 这 位 神童 进入 都 相 林 的 三 一 学 院 。21 岁 时 ， 他 提交 了 一 篇 重要 的 有 关 光 
学 的 论文 。1826 年 ， 尚 未 大 学 毕业 的 哈密 顿 任 三 一 学 院 天 文学 教授 职位 。1835 年 ， 哈 


密 顿 获 事 士 称号 ， 两 年 后 义 当选 为 爱尔兰 皇家 科学 院 主 席 。 




















































































































事业 上 的 成 功 却 没有 给 他 带 来 个 人 生活 的 幸福 。 他 于 1833 年 结婚 ， 妻 子 “ 极 为 
丑 ， 又 极为 纤弱 "。 在 这 一 不 幸 的 婚姻 中 ， 哈 密 顿 夫人 难以 胜任 家 务 且 常常 生病 ,结果 
导致 悲惨 的 哈密 顿 食 无 定时 。 当 哈密 顿 去 世 后 ， 人 们 看 到 他 的 工作 房间 因 
扫 而 变 得 如 猪 圈 一 般 ， 房间 里 扒 满 了 像 小 山 样 的 纸张 ， 而 纸 堆 中 竟然 夹杂 着 大 量 的 盘 
碟 与 剩 下 的 饭菜 。 
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哈密 顿 在 数学 方面 主要 研究 代数 ， 其 最 重要 的 贡献 是 在 1843 年 发 现 了 四 元 数 。 把 
他 与 图 论 联 系 在 一 起 的 是 他 提出 的 一 个 趣味 问题 : 从 正 十 二 面体 (共有 20 个 顶点 ) 的 
一 个 顶点 出 发 ， 沿 着 边 行进 ， 把 20 个 顶点 无 遗漏 地 全 部 通过 ， 每 一 个 顶点 只 许 过 一 次 
而 回 到 原 处 ， 问 这 种 走 法 是 否 存在 。 将 这 一 问题 略 加 转化 ， 哈 密 顿 于 1857 年 发 明了 车 
名 的 周游 世界 游戏 ， 并 以 25 英镑 把 这 个 游戏 卖 给 一 家 公司 。 后 来 ， 这 一 游戏 还 进入 了 
市 场 。 































































































































































































































































































游戏 的 道具 由 一 个 木 制 的 正 十 二 面体 构成 ， 正 十 二 面体 的 每 个 校 角 上 标 有 一 个 当 
时 非常 有 名 的 城市 。 游 戏 的 目的 是 环绕 世界 旅行 ， 其 要 求 是 寻找 一 个 环 游 路 线 ， 使 得 
沿 正 十 二 面体 的 棱 ， 从 一 个 “城市 ”出 发 ， 经 
点 ， 并 且 经 过 的 校 不 许 重复 。 










































































































































































过 每 个 城市 恰好 一 次 ， 最 后 回 到 原 出 发 





























































































































为 了 容易 记 住 哪些 城市 已 被 游览 过 ， 在 每 个 棱角 上 放 一 个 钉子 ， 再 用 一 根 线 绕 在 
那些 旅游 过 的 城市 (钉子) 上， 由 此 获得 旅程 的 一 个 直观 表示 。 后 来 ， 人 们 发 现 这 个 道 
具 不 好 用 ， 因 而 诞生 了 与 正 十 二 面体 等 价 的 平面 木板 状 版 本 。 可 惜 ， 这 个 游戏 的 商业 




































































































































































运作 是 失败 的 ， 玩 具 商 没有 从 这 一 游戏 中 赚 到 钱 。 后 面 的 右 图 给 出 了 这 个 游戏 的 一 不 


正确 玩法 。 









































AYLLON 





HONRUBIA 
MONTUEN SEPBIVEDO 


RIOFRIO 
RUELO 






RB RR 






TURE 







LA GRANJA 





VILLACASTIN ZAMARRAMALA 




















| 
山 











让 我 们 对 照 一 下 欧 拉 与 哈密 顿 研究 的 问题 。 欧 拉 要 求 在 一 个 图 中 寻找 满足 “从 一 
个 顶点 出 发 ,沿边 行进 ， 无 遗漏 走 遍 所 有 的 边 ， 每 一 边 只 许 经 过 一 次 而 回 到 出 发 点 ” 
的 路 线 ， 这 样 的 路 线 后 来 在 图 论 中 被 称 为 欧 拉 回路 。 而 具有 欧 拉 回路 的 图 称 为 欧 拉 图 。 


与 之 表面 相似 ， 实 际 完全 不 同 的 哈密 顿 问题 则 要 求 在 一 个 图 中 寻找 满足 “从 一 个 顶点 




























































































































































































































































































出 发 ， 治 边 行进 ， 无 遗漏 地 通过 全 部 顶点 ， 每 一 顶点 只 许 过 一 次 而 回 到 出 发 点 ”的 路 
线 ， 这 样 的 路 线 后 来 在 图 论 中 被 称 为 哈密 顿 图 ， 而 具有 哈密 顿 圈 的 图 被 称 为 哈密 顿 图 


或 说 图 是 哈密 顿 的 。 























































































































地 





密 顿 问题 已 经 成 为 现在 图 论 的 重要 组 成 部 分 。 令 人 感到 惊奇 的 是 ， 
简单 、 漂 亮 的 结果 : 一 个 连通 图 存在 欧 拉 回路 当 且 仅 当 
它 的 所 有 顶点 都 是 偶 顶 点 。 然 而 对 哈密 顿 问题 即 “ 一 个 给 定 的 连通 图 是 否 存在 哈密 顿 
可 路 ”， 至 今 仍然 是 图 论 中 一 个 尚未 解决 的 著名 难题 。 数 学 家 们 经 过 努力 得 到 了 一 些 存 


任 哈密 顿 回路 的 必要 条 件 与 充分 条 件 ， 但 至 今 还 没有 得 到 充 要 条 件 。 
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欧 拉 问题 与 
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欧 拉 七 桥 问 题 与 哈密 顿 周游 世界 游戏 是 两 例 标志 性 建筑 ， 它 们 播 下 了 图 论 诞生 与 
发 展 的 种 子 。 这 门 一 开始 以 游戏 形式 出 现 ， 而 且 此 后 也 一 直 没 有 完全 失去 这 一 特点 的 


数学 分 支 ， 在 20 世纪 得 到 迅速 发 展 ， 已 经 成 为 十 分 有 用 的 重要 数学 分 支 。 
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图 论 以 图 为 研究 对 象 。 所 谓 图 ， 就 是 一 些 点 与 某 些 点 之 间 的 连 线 ( 称 为 边 ) 的 集 


合 。 这 里 ， 我 们 仅 介绍 其 中 几 个 简单 的 名 词 。 






































































































































如 果 e=w 是 图 的 边 ， 则 称 u 和 v 是 邻接 的 顶点 ， 顶 点 u 和 v 互 称 为 邻 点 。 一 个 点 
的 相 邻 点 的 个 数 称 为 这 个 点 的 次 数 (或 度 )。 




































































































































































































































































如 果 在 一 个 图 中 ， 每 一 个 顶点 都 可 以 通过 边 到 达 任 何其 他 顶点 ， 我 们 就 称 这 个 图 
是 连通 图 。 

如 果 一 个 图 可 以 画 在 平面 上 使 得 其 中 各 条 连 线 彼 此 不 相交 ， 那 么 这 个 图 叫 作 平西 
图 。 当 然 ， 有 些 图 (如 下 面 的 左 图 ) 初 看 起 来 不 是 平面 图 ， 但 经 过 适当 的 移动 (将 4B 























































































































边 拉 出 来 ， 从 外 面 走 )， 就 可 以 变 成 没有 相交 连 线 的 平面 图 ， 这 种 图 称 为 可 平面 化 图 ， 
或 者 称 为 可 以 嵌入 到 平面 的 图 。 移 动 前 后 两 个 图 的 点 数 相同 ， 边 数 相 同 ， 点 与 边 的 关 
系 也 相同 ， 它 们 称 为 两 个 同 构图 。 


4 

| 

> B 
有 的 图 无 论 怎么 做 都 不 能 变 成 平面 图 ， 这 种 图 称 为 不 可 平面 化 的 图 。 最 典型 的 不 
可 平面 化 的 图 一 个 称 为 K;， 一 个 称 为 K, ;， 如 下 图 所 示 。 


< PRA 


1930 年 ， 波 兰 数学 家 库 拉 托 夫 斯 基 得 出 一 个 著名 结论 : 图 G 可 平面 化 当 且 仅 当 G 不 
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包含 KK, 或 K, :的 剖 分 图 。 所 谓 训 分 图 ， 就 是 在 原 图 的 边 上 任意 添加 一 些 顶 点 所 得 到 的 图 。 










































































四 色 问 题 曾 在 近代 图 论 发 展 中 起 过 重要 作用 ， 那 么 这 个 地 图 染色 问题 是 如 何 与 图 论 联 


系 起 来 的 呢 ? 为 建立 起 图 论 与 地 
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色 问 题 之 间 的 联系 ， 数 学 家 引入 了 对 偶 图 的 概念 。 

















对 偶 图 




















四 色 猜 想 是 一 个 区 域 的 染色 问题 ， 它 可 以 看 作 是 图 的 面 染 色 。 此 问题 可 以 换 一 种 




































































3 度 考虑 : 在 地 图 的 每 一 个 区 域内 取 一 点 ， 为 了 形象 ， 不 妨 设想 这 点 是 区 域 的 首都 ， 

























































































然后 将 有 公共 边界 国家 的 首都 用 线 连接 ， 由 此 得 到 一 个 由 点 与 线 构成 的 新 图 。 显 然 ， 
每 张 地 SS 
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j 以 通过 这 种 方式 得 到 一 个 与 它 关 联 的 新 图 ， 我 们 称 其 为 原 地 图 的 对 偶 图 。 
的 点 称 为 顶点 ， 图 中 的 线 称 为 边 。 图 中 由 边 相连 的 两 点 称 为 相 邻 点 。 显 然 ， 一 了 
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图 中 两 个 顶点 如 果 是 相 邻 点 ， 那 么 当 且 仅 当 它们 所 对 应 的 区 域 有 公共 边界 。 
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地 图 的 对 偶 图 具有 一 个 特点 : 其 边 除了 可 能 在 顶点 上 相交 外 ， 都 无 其 他 交点 。 


我 们 上 面 刚 引入 的 术语 来 说 ,就 是 每 张 地 图 的 对 偶 图 都 是 平面 图 。 反 之 ， 每 个 连通 
的 平面 图 都 是 菜 个 地 图 的 对 偶 图 。 于 是 ， 经 过 这 种 转化 后 ，# 

































































































































































[到 





图 中 的 面 着 色 问 题 等 








































































































价 于 平面 图 中 的 顶点 着 色 问 题 ， 而 “有 公共 边界 的 国家 着 不 同 的 颜色 ” 变 为 “每 条 


















































边 的 两 个 端点 着 不 同 的 颜色 ”。 而 四 色 猜 想 在 其 对 侦 图 中 等 价 于 ， 对 一 个 平面 图 上 的 



















































































顶点 染色 ， 使 相 邻 两 顶点 颜色 相 异 ， 至 多 用 4 种 颜色 就 够 了 。 如 果 把 平面 图 顶点 染 













































































色 所 需要 的 最 少 颜色 数 称 为 平面 图 的 色 数 ， 则 四 色 猜 想 也 等 价 于 ， 每 个 平面 图 的 色 


数 至 多 是 4。 



























































在 引入 对 偶 图 后 ， 我 们 还 可 以 做 另 一 种 转换 。 考 虑 对 所 得 的 平面 图 进行 边 染 色 。 













































































即 让 一 个 图 的 每 边 染 一 种 颜色 ， 并 使 有 公共 顶点 的 边 ( 称 为 相 邻 边 ) 有 不 








的 颜色 ， 这 
样 的 染色 称 为 边 染 色 。 同 样 ， 如 果 把 平面 图 边 染 色 所 需要 的 最 少 颜色 数 称 为 边 色 数 ， 
则 四 色 猜 想 等 价 于 ， 每 个 平面 图 的 ; 
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这 样 ， 四 色 问 题 被 带 进 了 图 论 领域 ， 并 转化 为 图 论 的 着 色 问 题 。 在 下 一 市 








冰 



























































们 将 看 到 一 种 通过 研究 图 的 着 色 来 解决 四 色 问 题 的 重要 党 试 。 























第 三 节 


捷报 频传 


1878 年 ,英国 当 时 最 著名 的 数学 家 凯 羔 正式 向 伦敦 数学 学 会 提出 ] 
色 问 题 。 这 一 表述 简单 的 问题 立即 吸引 了 人 们 ， 众 多 
纷纷 加 入 到 四 色 猜 想 的 大 会 成 中。 仅仅 一 年 后 ， 好 消息 传 
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笋 学 家 与 数学 爱好 



















































































个 叫 肯 普 

















的 人 宣布 自己 证 明了 四 色 猜 想 。 又 过 了 一 年 ， 捷 报 再 传 ， 














宣布 找到 了 i 


在 凯 莱 重 提 四 色 猜 想 的 那 次 会 议 上 ， 有 一 个 名 叫 肯 普 











正明 猜想 的 另 一 种 途径 。 








个 叫 泰 特 的 人 


震动 数学 形 的 有 页 论文 



























































的 与 会 者 。 肯 普 




















(1849 一 1922 ) 于 1872 年 毕业 于 剑桥 大 学 ， 曾 跟随 凯 莱 学 习 
一 名 律师 ， 但 他 一 直 对 数学 感 兴趣 。 在 听 到 四 色 问 题 后 ， 



























































研究 














数学 。 后 来 成 为 
肯 普 马上 投入 到 




















。1879 年 7 月 17 日 ， 肯 善 在 《自然 》 杂 志 上 宣布 


























色 问 题 。 在 凯 莱 的 建议 本 肯 普 把 


二 卷 | 





























也 已 经 解决 了 四 









































己 的 论文 发 表 于 《 美 
































F。 这 篇 仅 8 页 的 论文 震动 ] 





数学 界 。 许 多 数学 家 对 


国 数学 杂志 》 第 


也 的 发 现 给 予 了 
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的 评价 ， 肯 善 也 因 自 己 的 这 一 成 果 获 得 了 很 




















荣誉 。1881 年 ， 他 当选 为 英国 皇家 























度 
会 会 员 ， 后 来 还 因 对 数学 的 贡献 被 封 为 走 士 


Lo 
















































































肯 普 的 方法 极为 巧妙 ， 并 且 引 入 了 大 量 基 本 的 思想 。 下 面 我 们 就 来 欣赏 一 下 他 的 
证 明 思 路 。 









































正规 地 图 









































肯 普 首先 引入 正规 地 图 的 概念 。 正 规 地 图 是 指 满足 如 下 条 件 的 地 图 : 其 中 没 






























































个 区 域 包围 其 他 区 域 ， 也 没有 3 个 以 上 的 区 域 相遇 了 于 一 点 。 非 正规 地 图 总 可 以 转化 为 





















































正规 地 图 。 比 如 ， 出 现 3 个 以 上 的 区 域 相遇 于 一 点 时 ， 可 做 如 下 处 理 : 在 交点 处 加 入 
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一 个 新 的 区 域 ， 使 某 些 不 接触 的 区 域 变 成 接触 。 以 下 面 5 个 区 域 相 交 于 一 点 的 左 图 为 


















































例 ， 只 需要 在 交点 处 添加 一 个 新 的 区 域 尺 ， 于 是 在 得 到 的 新 地 图 中 有 5 个 交点 ， 每 个 
都 仪 是 3 个 区 域 的 交点 。 而 且 易 知 ， 若 新 的 正规 地 图 可 以 用 M 种 颜色 着 色 ， 则 把 区 域 
五 缩小 成 一 点 后 ， 就 可 得 到 原 地 图 的 不 多 于 M 种 颜色 的 着 色 方 法 。 





















































































































































由 于 非 正规 地 图 染色 所 用 的 颜色 数 不 超 过 处理 后 得 到 的 正规 地 图 所 用 的 颜色 数 ， 
比 ， 如 果 所 有 正规 地 图 能 用 四 色 染 ， 那 么 非 正规 地 图 用 四 色 染 也 足够 了 。 于 是 ,对 
于 四 色 间 题 ， 我 们 可 以 只 考虑 它 在 正规 地 图 中 是 否 成 立 。 





















































































































































































































































于 何 一 张 地 图 的 四 色 问 题 都 可 变 成 一 张 所 谓 正 规 地 图 的 四 色 问 题 ， 这 种 处 理 在 数 
学 中 是 很 有 用 的 ， 它 不 仅 使 问题 得 以 简化 而 且 使 问题 变 得 统一 。 如 果 把 正规 地 图 转换 
为 它 的 对 偶 图 ， 这 种 统一 性 就 更 加 明显 : 在 正规 地 图 的 对 偶 图 中 ， 各 个 面 都 是 三 角形 。 
简化 、 统 一 带 来 的 好 处 是 ， 它 使 问题 在 数学 上 容易 处 理 。 比 如 可 以 证 明 ， 任 何 正规 地 


图 中 都 至 少 存在 一 个 国家 ， 其 邻 国 数 少 于 6 个 〈 即 至 少 包 含 一 个 边 数 少 于 6 的 国家 )。 












































































































































































































































































































































































































































设 地 图 中 共有 五 个 区 域 ，V 个 顶点 ，E 条 边 ， 并 设 具 有 2 条 边界 的 区 域 有 亡 个 ，3 条 
边界 的 区 域 有 个 ……n 条 边界 的 区 域 有 /个 。 于 是 ，F= ++fit+fst…+f,。o 
于 每 个 这 类 区 域 有 两 条 边界 ， 所 以 这 类 国家 共有 2_, 条 边界 。 同 理 ， 太 类 
国家 共有 3 有 条 边界 …… 。 又 由 于 每 条 边 属于 两 个 区 域 ， 所 以 边界 总 数 E 满 足 
2E=2f;+3f;+4f+… 。 叉 因为 在 正规 地 图 中 ， 每 个 顶点 属于 三 个 区 域 ， 而 每 条 边 属 




















































































































































































































































































































于 两 个 区 域 ， 因 此 有 3V =2E。 


























根据 欧 拉 公式 +-E=2， 消去 V, 可 得 6F -2E=12。 
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于 是 ，6x(fp+f+ftfstt+f,)- (2f+3f+4f+…)=12 





亦 即 ，(6 一 2)f+(6-3)f+(6-4)f,+(6-5)f; =12+ f+:… 











EB, (6-2)f+(6-3)f+(6-4)f,+(6-—5)f:+(6-6)f.+(6-7)f;+:…=12 
































为 为 这 一 等 式 右 端 大 于 零 ， 所 以 等 式 左 端的 户 、 户 、 态 、 太 不 能 同时 为 零 。 这 于 


Kl 




















明 ， 一定 存在 边界 数 少 于 6 的 区 域 ， 即 任何 正规 地 图 中 都 至 少 存在 一 个 


数 少 于 6 个 。 

















言 之 ， 这 种 最 小 正规 五 色 地 图 需要 5 种 颜色 着 色 ， 但 任何 国家 数 少 于 它 
种 颜色 着 色 )， 然 后 只 需 推出 这 种 “最 小 正规 五 色 地 图 ”不 存在 即 可 。 为 
设 “ 最 小 正规 五 色 地 图 ”存在 ， 他 打算 推出 存在 比 它 国 数 更 少 的 正规 五 
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国家 ， 其 邻 国 


























在 提出 正规 地 图 的 概念 后 ， 青 普 下 一 步 要 做 的 是 证 明 任 何 正规 地 医 


























都 不 需 2 


























扫 用 3 
























































种 颜色 染色 。 为 此 ， 肯 普 使 用 了 一 连 串 反 证 法 。 其 思路 是 ,假设 存在 正规 的 五 色 





地 图 ， 


















































那么 在 这 些 正规 的 五 色 地 图 中 ， 自 然 存 在 一 个 国家 数 最 少 的 “最 小 正规 了 



































色 地 图 ” 





( 换 


















































的 地 图 只 需 4 



























































比 ， 


肯 普 叉 假 




































































色 地 图 ， 


多 | 











从 而 









































导出 和 矛盾。 这样 最 终 得 到 正规 地 图 的 四 色 定 理 。 为 了 推出 存在 比 “最 小 了 
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家 
































数 更 少 的 正规 五 色 地 图 ， 肯 普 又 引进 了 一 些 重要 概念 与 思想 。 
































不 可 避免 的 可 约 构 形 集 




































































E 规 
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色 地 图 ” 








肯 普 首先 证 明了 我 们 上 面 提 到 的 结论 ， 在 任何 正规 地 图 中 ， 都 不 可 能 存在 所 有 国 





















































都 有 6 个 或 6 个 以 上 邻 国 。 换 和 句 话 说， 任何 正规 地 图 中 都 必 存 在 



















































































或 5 个 邻 国 。 这 就 意味 着 ， 所 有 























组 连接 着 的 区 域 ， 


间 的 国家 分 别 与 2、 



































一 个 专业 术语 











FE 规 地 图 至 少 含有 下 列 4 种 构 形 ( 构 形 是 指 地 

















医 












































0) 
































以 及 每 个 区 域外 边 有 多 少 个 区 域 与 它 相 邻 的 信息 ) 的 一 种 ， 寺 
3、4、5 个 国家 相 邻 。 
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说 ， 那 就 是 由 2、3、4 或 5 个 邻 国 组 成 的 这 些 “ 构 形 ” 的 集 





























是 不 可 避免 的 构 形 集合 。 























IE 进 要 做 


的 是 ， 在 存在 





























“最 小 正规 五 色 地 图 ”的 假设 下 ， 从 不 可 避免 的 构 



































集合 中 的 任 一 种 情 


























出 发 ， 都 推出 矛盾 。 上 有 具体 而 言 ， 肯 普 分 下 面 4 种 情形 证 明 。 















































口 若 有 一 个 国家 与 2 个 国家 相 邻 ， 则 可 导出 矛盾 。 



































到 家 与 3 个 国家 相 邻 ， 则 可 导出 矛盾 。 


























到 家 与 4 个 国家 相 邻 ， 则 可 导出 矛盾 。 
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口 若 有 一 个 国家 与 5 个 国家 相 邻 ， 则 可 导出 了 矛盾。 

只 要 证 明了 上 述 情形 ， 那 么 因为 任何 正规 地 图 中 都 避免 不 了 会 出 现 上 述 构 形 之 一 ， 
于 是 任何 情况 下 都 会 有 矛盾 。 

从 情形 一 与 情形 二 导出 矛盾 是 比较 容易 的 事情 ， 下 面 我 们 以 情形 二 为 例 。 

如 下 面 的 左 图 所 示 ， 在 一 幅 最 小 正规 五 色 地 图 上 ， 有 一 个 国家 DD 与 3 个 国家 4、 










































































3、C 相 邻 。 我 们 把 








DD、C 合 并 成 




















个 国家 C'， 如 下 面 的 右 图 所 示 。 
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最 小 正规 五 色 地 图 表明 的 是 再 减少 一 个 国家 就 能 用 4 种 颜色 来 染色 ， 因 此 根据 新 


地 图 的 国家 数 比 原 图 少 ， 可 得 出 新 地 图 能 用 4 种 颜色 染色 。 现 在 ,站 
























































这 幅 染 了 四 色 的 













































































地 图 恢复 ,然后 把 D 染 上 与 4、B8、C' 不 同 的 男 一 种 颜色 。 这 样 ， 我 们 就 得 到 了 原 图 
























































的 一 种 四 色 染 色 方 案 ! 这 与 原 图 是 最 小 五 色 地 图 矛盾 。 














































































































如 下 图 所 示 ， 假 设 有 一 幅 最 小 正规 五 色 地 图 ， 国 家 与 4 个 国家 4、8、C、D 相 
各国 合 并 起 来 看 成 一 个 国家 ， 新 地 图 便 有 一 种 四 染色 方 
色 得 


号 到 原 






















































































































































































颍 色 少 于 4 种， 那么 用 另 一 种 颜色 染 妃 ， 便 可 






























































地 图 是 一 幅 四 色 地 图 而 非 五 色 ， 从 而 得 到 矛盾 。 因 此 ， 剩 下 要 考虑 的 




















! 是 的 邻 国 染 











































































































4 种 不 同 颜色 的 情况 。 图 中 分 别 用 .ll .区 玉 表示 红 、 黑 、 监 、 黄 4 种 
颜色 。 









































为 处 理 这 


的 一 连 串 红 黑 相间 的 相 邻 国家 链 或 由 B 到 D 的 一 连 串 蓝 黄 相间 的 相 邻 国家 链 。 肯 普 疙 








， 肯 普 引 入 了 一 个 “ 肯 普 链 ” 的 想法 ， 即 考察 由 4 到 C 


疝 
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先 证 明了 ,， 巨 的 这 两 对 邻 国 (4、C 为 一 对 ， 8、DD 为 另 一 对 ) 中 ， 必 有 一 对 中 不 存在 上 
述 的 相间 路 。 否 则 可 以 推出 ， 从 4 到 C 的 红 黑 相间 路 与 从 五 到 万 的 蓝 黄 相间 路 上 必 










































































个 公共 国家 将 染 上 两 种 不 同 颜 色 ， 这 与 染色 规则 矛盾 。 于 是 ,我 们 不 妨 设 B 到 DD 


不 存在 蓝 黄 相间 的 相 邻 国家 链 。 如 前 面 的 左 图 所 示 ， 图 中 只 有 从 如 到 蕊 的 蓝 黄 相间 路 























































































































BUVWX， 这 条 路 没有 通 到 DD。 





















































然后 ， 使 用 两 色 互 换 技 术 : 把 瑟 黄 相间 路 BUVWX 中 的 蓝 黄 两 色调 换 ， 得 到 黄 获 
相间 路 BUVWX (如 前 面 的 右 图 所 示 )! 调换 后 ，B 被 染 成 了 与 D 相同 的 黄色 ,而 的 
8、 黄 ， 因 此 只 需 把 E 染 上 蓝 色 , 便 可 得 到 此 最 小 五 色 图 的 
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邻 国 只 染 了 三 种 颜色 


一 个 四 染色 方法 。 矛 盾 。 







































































于 是 ， 我 们 得 到 情形 三 ， 即 “ 若 有 一 个 国家 与 4 个 国家 相 邻 ， 则 可 导出 矛盾 ”。 








































































































沿 着 相同 的 思路 ， 肯 普 探 讨 了 情形 四 。 其 大 致 思路 是 ， 设 有 一 个 国家 与 4、B、 
门 只 需 萎 虑 合并 了 国家 五 后 的 那 张 四 色 地 
图 里 ，4、8B、C、D、E 分 别 染 4 种 不 同 颜 色 的 情形 。 不 妨 设 它 们 分 别 染 红 、 蓝 、 红 、 
黄 、 黑 ， 如 下 面 的 左 图 所 示 。 肯 普 下 一 步 考 虑 的 是 在 4、B、C、D、E 中 寻找 不 含 相 
间 路 的 两 对 点 。 他 指出 ， 若 8 到 EE 有 一 条 蓝 黑 相间 路 ，B 到 D 有 一 条 蓝 黄 相间 路 ， 那 
么 从 4 到 DD 必 无 红 黄 相间 路 ， 从 C 到 EE 也 必 无 红 黑 相 间 路 。 于 是 ,使 用 两 色 互 换 技 
术 ， 把 从 4 出 发 不 到 达 DD 的 红 黄 相间 路 中 的 红 黄 色调 换 ， 使 得 4、D 同 为 黄色 ; 把 从 
C 出 发 不 到 达 E 的 红 黑 相间 路 的 红 黑 调换 ,使 得 C、E 同 是 黑色 。 由 此 ， 得 到 的 邻 
国 只 用 了 三 种 颜色 (如 下 面 的 右 图 所 示 ),， 把 F 染 上 第 四 种 颜色 ， 如 红色 ， 于 是 便 得 到 


原 地 图 的 一 种 四 染色 方法 。 这 与 最 小 五 色 地 图 的 假设 和 矛盾 。 













































































C、D、E 五 国 相 令 ,与 前 面 的 分 析 类 似 ,我 















































































































































































































































































































































































































































































































































给 出 的 极为 精巧 的 证 明 。 为 了 





大 功 告 成 ! 四 
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更 清晰 地 理解 ， 我 们 再 简单 总 结 一 下 其 证 明 思路 。 
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先 找到 一 个 由 4 个 构 形 组 成 的 不 可 避免 的 集合 ， 然 后 在 “最 小 正规 五 色 地 图 ” 存 
在 的 假设 下 ， 从 每 一 种 构 形 出 发 都 推出 矛盾 。 为 此 ， 他 反复 使 用 了 如 下 思路 : 给 定 一 
个 构 形 ， 然 后 考虑 包含 这 一 构 形 的 任意 一 个 正规 地 图 。 通 过 合并 区 域 ， 得 到 的 新 地 
因 区 域 减 少 能 有 4 种 颜色 着 色 ， 然 后 运用 技巧 说 明 含 有 这 一 构 形 的 原 地 图 也 能 四 着 色 。 
具有 这 种 特点 的 构 形 (含有 这 种 构 形 的 地 图 可 以 约 简 成 有 更 少 国家 的 地 图 ) 后 来 被 称 为 
可 约 构 形 。 显 然 ， 最 小 正规 地 图 中 若 存 在 这 种 构 形 ， 一 定 会 导出 矛盾 。 因 此 ， 可 约 构 
也 可 以 理解 为 在 最 小 正规 五 色 地 图 中 不 会 出 现 的 一 种 区 域 安排 。 
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于 是 ， 我 们 可 以 用 最 简单 的 术语 概括 上 表 普 的 工作 : 找到 一 个 由 可 约 构 形 组 成 的 不 
可 避免 集 ， 又 由 不 可 避免 集中 的 4 个 构 形 都 是 可 约 的 导出 矛盾 ， 从 而 证 明 四 色 定 理 。 
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肯 普 的 证 明 得 到 凯 莱 等 数学 家 的 认可 ， 人 们 认为 四 色 猜 想 已 经 被 证 明了 。 肯 普 的 
工作 还 激发 了 其 他 研究 者 。 在 他 发 表 自 己 的 证 明之 后 不 久 ，1880 年 英国 的 泰 特 就 发 表 
了 一 个 以 图 论 为 基础 的 新 证 明 。 
































































































































泰 特 的 证 明 


























总 


泰 特 (1831 一 1901 ) 的 思考 途径 是 把 


助 图 论 中 的 内 容 完 成 证 明 。 











色 间 题 转化 为 与 之 等 价 的 图 论 问题 ， 然 后 借 































































































泰 特 考虑 的 是 边 染色 ,具体 来 说 就 是 用 3 色 对 一 个 3 正则 图 的 边 染 色 ， 这 种 染 















































色 现 在 已 被 称 为 泰 特 染色 。 所 谓 3 正则 图 ， 就 是 指 一 个 图 中 的 每 一 个 顶点 都 是 3 次 的 





















































( 即 从 每 一 个 顶点 都 可 引出 3 条 边 )。 下 图 即 为 一 个 对 3 正则 图 的 3 边 染 色 的 简单 例子 。 
































对 于 更 复杂 的 3 正则 图 ,是否 还 能 进行 泰 特 染色 呢 ? 泰 特 做 出 一 个 猜想 : 每 个 3 









































正则 3 连通 平面 图 都 有 泰 特 染 色 ， 也 就 是 说 这 样 的 图 都 是 3 边 可 染色 的 。 





















































为 了 明白 泰 特 猜想 的 意思 ， 我 们 还 要 解释 一 下 3 连通 。 连 通 图 的 意思 ， 我 们 已 经 













































































介绍 过 了 。 对 于 一 个 连通 图 来 说 ， 连 通 程度 可 能 不 同 。 比 如 ， 有 的 连通 图 可 能 移 去 一 





























































































































个 顶点 就 会 成 为 不 连通 的 图 ， 而 有 的 连通 图 则 可 能 要 移 去 多 个 顶点 才能 变 为 不 连通 的 




























































































。 于 是 ， 使 一 个 图 不 连通 所 需要 移 去 的 最 小 顶点 数 就 可 以 衡量 图 的 连通 程度 ， 而 这 
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个 数 被 称 为 图 的 连通 度 。 连 通 度 为 3 的 图 称 为 3 连通 图 。 
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泰 特 证 明了 ， 自 己 提出 的 泰 特 猜想 与 四 色 猜 想 是 等 价 的 。 因 此 ， 只 要 证 明了 泰 特 
猜想 ， 就 可 完成 四 色 问 题 的 证 明 。 


















































为 此 ， 泰 特 又 成 功 证 明了 一 个 结果 : 每 个 哈密 顿 的 且 3 正则 的 图 都 有 泰 特 着 色 。 







































































于 是 泰 特 猜 想 成 立 只 需 确 定 : 每 个 3 正则 3 连通 平 耳 














只 











都 是 哈密 顿 的 ( 即 有 哈密 顿 圈 )。 


泰 特 相信 这 是 明显 正确 的 ， 由 此 他 最 终 完 成 了 四 色 猜 想 的 证 明 。 其 推导 过 程 是 ,“ 每 个 






























































































































































3 正则 3 连通 平面 图 都 是 哈密 上 顿 的 ”， 而 “每 个 3 正则 哈密 顿 图 都 有 泰 特 着 色 ”( 已 证 )， 
因此 泰 特 猜想 即 “ 每 个 3 正则 3 连通 平面 图 都 有 泰 特 染 色 ” 成 立 。 又 因为 泰 特 猜想 等 
价 于 四 色 猜 想 (已 证 )， 因 此 四 色 间 题解 决 。 













































































































































































推理 过 程 的 每 一 步 似 乎 都 无 懈 可 击 ， 但 这 一 证 明 有 一 个 真正 的 薄弱 环节 ， 即 大 前 


提 “ 每 个 3 正则 3 连通 平面 图 都 是 哈密 顿 的 ”是 否 真 的 正确 。 这 一 结果 在 直觉 上 似乎 






















































































































































































成 立 ， 泰 特 本 人 正 是 相信 这 一 结论 正确 ， 因 而 深信 


直觉 上 的 成 立 并 不 等 于 证 明 。 因 为 没有 严格 证 明 这 个 大 前 提 ， 泰 特 的 证 明 是 不 完全 的 。 











己 已 经 证 明了 四 色 猜 想 。 然 而 ， 





















































第 四 节 
失败 与 成 功 






































1852 年 ， 格 思 里 提出 四 色 猜 想 。 随 后 是 20 多 年 的 沉寂 期 。19 世纪 70 



































年 代 ， 随 着 凯 莱 正式 提出 这 个 问题 ， 它 开始 广泛 流传 并 进入 一 个 研究 高 潮 。 


色 猜 想 的 热门 年 代 ， 很 快 出 现 了 上 述 的 肯 普 、 泰 特 的 证 明 ， 四 色 问 题 
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似 已 成 过 去 式 。 然 而 ， 多 年 后 风波 又 起 ， 这 两 个 证 明 都 被 发 现 有 错误 存在 。 


尘埃 落 定 的 四 色 问 题 再 度 引 起 人 们 关注 。 
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1879 年 ， 肯 普 在 其 8 页 论文 中 ,给 出 了 四 色 狂 想 非常 巧妙 的 证 明 。 在 


它 发 表 后 ， 数 学 界 公认 肯 普 已 经 圆满 地 解答 了 四 色 问 题 ， 甚 至 一 所 中 学 的 














































































































校长 把 这 个 问题 列 为 校内 数学 竞赛 的 有 奖 征 解 题 ， 并 附加 条 件 ， 要 求 答案 


长 度 “ 不 超过 一 页 ，30 行 算式 ， 另 可 多 加 一 页 图 ”。 





















































然而 ，1890 年 ， 肯 普 证 明 发 表 11 年 后 ， 一 位 英国 年 轻 人 的 7 页 论文 






























































在 数学 界 引 起 艇 动 。 在 这 人 篇 题 为 “地 图 染色 定理 ”的 论文 中 ， 作 者 希 伍德 
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声称 肯 普 的 证 明 是 有 漏洞 的 ! 希 伍 德 发 
年 上 一 方 中 ， 我 们 提 到 在 情形 四 中 ， 肯 普 认 为 ， 
到 DD 有 一 条 蓝 黄 相 间 路 ， 那 么 从 4 到 DD 必 无 红 黄 相间 路 ， 
路 。 于 是 ， 他 把 从 4 出 发 不 到 达 DD 的 红 黄 相间 路 中 的 红 译 
色 ; 把 从 C 出 发 不 到 达 E 的 红 黑 相间 路 的 红 黑 调换 ， 使 得 
问题 出 在 ， 当 “把 从 4 出 发 不 到 达 DD 的 红 黄 相间 路 


同 为 黄 










































































色 ” 的 过 程 中 ， 





























现 的 这 一 漏洞 出 在 肯 普 证 明 的 最 后 一 步 上 。 


















































于 1 


C、 互 同 是 黑色 





若 下 到 已 有 一 条 蓝 黑 相间 路 ，B8 








从 C 到 EE 


色调 换 ， 使 得 4、D 同 为 黄 


也 必 无 红 黑 相间 











La 





















































1 的 红 黄 





能 会 出 现 一 条 从 C 到 达 E 的 红 黑 相 





色调 





负 ， 使 得 4、D 


辣 路 ! 在 这 种 情况 



































再 调换 C、E 的 颜色 ， 














各 刀 


士 用 和 牛 ， 




















我 们 先 给 出 一 个 
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国 仍 


是 4 种 颜 





色 ， 也 就 无 法 ; 














步 推出 矛盾 。 


步 : 























局 部 反例 。 如 下 鱼 

















的 左 
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所 示 , 有 5 个 染 丰 





本 4 



























































































































































图 所 示 














4 到 万 不 存在 


4 出 发 不 到 达 DD 的 红 黄 相间 路 4GHIJK 
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所 示 的 CLKE。 这 时 ， 








耳 调换 C、 互 自 


4 











的 黄 红 相间 路 4GHWIK。 然 而 ， 间 题 出 现 了 ， 在 这 一 调 














和 相间 路 ，C 到 五 也 不 存在 红 黑 相间 路 。 按 
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NS 


工 、 黄 两 色调 换 ， 








得 到 下 











换 后 , 原本 C 到 EE 





不 存在 红 黑 相间 路 的 情况 发 生 了 改变 , 在 C、E 之 间 已 经 出 现 了 一 条 红 黑 相间 路 ， 





LL 元 








色 , 下 的 邻 国 仍 为 四 











色 。 

















希 人 
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本 人 给 出 的 反例 医 





入 | 








如 下 ， 这 个 有 








25 个 顶点 的 反例 

















论 最 车 名 的 例 







































































































































































































































































































































































有 必要 指出 ， 希 伍德 的 反例 ， 并 不 是 肯 普 所 证 明 的 命题 (四 色 定理 ) 的 反例 ， 而 是 
肯 普 所 给 的 证 明 的 反例 。 也 就 是 说 ， 希 伍德 的 反例 图 仅仅 指出 肯 普 证 明 的 错误 ， 并 不 
是 说 这 个 图 不 能 用 四 种 颜色 着 色 。 后 来 有 些 数 学 爱好 者 误解 了 这 个 反例 的 含义 ， 把 证 
明 这 个 反例 图 能 四 着 色 当 作 重大 课题 ,并 且 认 为 证 明 这 个 例 图 能 够 四 着 色 就 能 推翻 希 
伍德 的 结论 。 几 年 前 国内 就 出 现 过 典型 的 一 例 。2003 年 ,《 科 技 日 报 》 报 道 了 一 位 毕 
其 一 生 精 力 志 在 解 决 “四 色 猜 想 ” 的 小 人 物 董 德 周 的 故事 。 文 章 作 者 被 这 位 小 人 物 退 
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E 想 、 献 身 科 学 的 执着 精 
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证 明了 该 反例 能 


深 深 感动 。 然 而 ， 


， 昔 先生 所 做 的 仅 仪 是 
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LE 常 遵 憾 的 是 ， 董 先生 做 出 的 突破 是 
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四 着 

















非 五 着 色 ”。 
































， 他 错 在 这 一 正和 












































的 结果 并 没有 “推翻 希 伍德 的 反例 ”， 




















简单 的 方法 





董 先 生 指 出 “该 反例 能 | 四 说 








了 希 伍 德 的 反例 ， 


色 399 是 正确 
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更 不 意 








色 猜 想 








味 着 站 
































































































































希 伍德 用 一 个 反例 指出 肯 善 证 明 中 的 重大 缺陷， 肯 普 接受 了 这 一 指正 ， 并 在 伦敦 
数学 学 会 上 亲自 报告 了 希 伍德 的 工作 ， 同 时 他 称 自己 无 法 弥补 这 一 漏洞 。 其 他 人 也 无 





数学 家 们 仍然 赞扬 “ 青 普 的 论证 是 极为 聪明 的 ， 虽然 
强 路 ， 数 学 家 们 在 为 修补 其 


会 看 到 ， 正 是 沿 着 肯 普 的 基本 ; 














法 修补 这 一 微妙 但 致命 的 错误 。 





























因为 无 法 清除 漏洞 ， 










































































促使 了 100 年 后 的 成 功 。 











也 的 说 


肯 善 的 证 明 被 否定 了 。 昌 然 如 此 ， 
F 明 是 不 完全 的 ”。 我 们 后 面 
局 洞 做 了 不 懈 努 力 后 ， 最 终 
















































































证 明 后 来 找到 了 吗 ? 





肯 普 的 证 明 在 11 年 后 被 否 


EE 了。 和 泰 特 的 证 明 又 如 何 | 




















尼 ? 他 





需要 填补 的 大 前 提 的 
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1946 年 ， 也 就 是 在 泰 特 发 表 其 证 明 66 年 后 ， 加 拿 大 数学 家 塔 特 (1917 一 2004 ) 的 







































































久 论 文 对 其 做 了 终审 判决 。 判 决 结果 又 一 次 出 乎 人 们 的 意料 : 这 个 大 前 提 的 证 明 是 









































不 存在 的 ， 因 为 它 根本 不 正确 。 理 由 非常 简单 ， 塔 特 找到 了 一 个 3 正则 3 连通 的 非 哈 







































































密 顿 图 ! 可 以 检验 ， 下 面 这 个 有 46 个 顶点 的 图 是 3 正则 3 连通 的 ,但 可 以 证 明 它 不 含 






















































































哈密 顿 圈 。 塔 特 最 初 给 出 的 证 明 很 复杂 ， 后 来 在 1972 年 ， 一 位 中 学 教师 给 出 了 此 图 不 
































含 哈密 屯 圈 的 一 种 简洁 灵巧 的 证 明 。 塔 特 所 发 现 的 这 个 在 数学 史上 有 重要 地 位 的 图 ， 
后 被 称 为 塔 特 图 。 












































塔 特 的 结果 完全 动 授 了 泰 特 证 明 的 根基 ， 它 表明 沿 泰 特 的 途径 无 法 证 明 四 色 猜 想 
这 一 否定 结果 是 一 项 极为 杰出 的 工作 ， 数 学 界 谈论 了 好 久 。 















































虽然 泰 特 的 证 明 是 错误 的 ， 但 在 证 明 
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提出 的 一 些 有 趣 的 想法 引出 了 一 些 划 
的 研究 领域 。 人 们 对 图 论 中 边 染色 的 兴趣 正 是 由 他 的 研究 所 激发 的 。 此 外 ， 泰 特 的 党 


































































































试 给 数学 家 另 一 有 益 的 启示 。19 世纪 以 后 ， 不 少数 学 家 试 
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证 明 四 色 猜 想 等 价 命题 
的 方法 来 攻克 这 一 问题 ， 他 们 证 明了 很 多 与 四 色 猜 想 等 价 的 猜想 。1931 年 ， 数 学 家 惠 
特 尼 证 明了 四 色 儿 





















































猜想 成 立 等 价 于 每 一 个 哈密 顿 平面 图 的 顶点 可 4 着色 。1943 年 ， 数 学 


me] 



























































家 哈 德 维 格 尔 提 出 狂想， 每 一 个 连通 的 n 色 图 可 以 收缩 到 完全 图 K, ， 当 n=5 时 ， 这 一 


猜想 等 价 于 四 色 猜 想 。 



















































































一 部 数学 史 ， 是 失败 与 成 功 交 织 的 历史 。 在 四 色 猜 想 证 明 的 征途 中 ， 肯 普 与 泰 特 


以 其 “有 漏洞 的 伟大 证 明 ” 而 成 为 光荣 的 失败 者 。 







































































希 伍 德 的 贡献 























在 四 色 问 题 的 历史 上 ， 继 肯 普 、 泰 特 之 后 ， 接 下 来 的 一 个 比较 重要 的 人 物 是 英国 

数学 家 希 伍德 (1861 一 1955 )。 希 伍德 曾 在 牛津 大 学 学 习 ， 他 因 其 大 胡子 以 及 允许 他 的 

狗 参 加 其 讲座 而 出 名 。 令 人 印象 更 为 深刻 的 是 他 对 四 色 问 题 的 投入 。 自 1890 年 发 表 第 
篇 有 关 四 色 问 题 的 论文 起 ， 在 其 生命 的 后 60 年 中 他 一 直 丰 

闻 面 的 重要 论文 。 他 一 直 工 作 到 78 岁 才 退休 ， 在 85 岁 时 还 向 伦敦 数学 学 会 提交 他 最 


万 
后 一 篇 关于 这 个 问题 的 研究 论文 。 
















































































































































































































































































希 伍德 
在 1890 年 的 论文 中 ， 希 伍德 指出 了 肯 普 的 错误 ,否定 了 肯 普 关于 四 色 猜 想 的 证 










































































明 。 作 为 一 种 补救 ， 希 伍德 运用 肯 普 的 技巧 证 明了 ， 每 张 平面 地 图 着 色 只 用 5 种 颜色 
就 足够 了 ， 这 被 称 为 五 色 定理 。 




































































ANEINNERAAN 


如 


SEANASSANANNA IE 


D 
© 
O) 
































下 面 我 们 换 一 种 角度 给 出 五 色 定理 的 另 一 种 说 明 。 







































































考虑 正规 地 图 的 对 偶 图 ， 于 是 正规 地 图 的 五 色 定 理 可 转化 为 其 对 偶 图 





与 之 等 价 













































































的 命题 对 于 任何 平面 图 G 上 的 点 而 言 ， 我 们 都 能 用 5 种 颜色 来 着 色 ， 使 得 相 邻 的 两 












































为 了 证 明 此 命题 ， 我 们 使 用 一 种 直接 证 法 : 数学 归纳 法 。 












































显然 ， 右 半 加 良 
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命题 显然 成 立 。 









































段 设 顶 点 数 为 n-1 的 平面 图 可 用 5 种 颜色 染色 ， 根 据 数 学 归纳 法 ， 下 面 我 们 只 需 





























说 明 顶 点 数 为 n 时 命题 同样 成 立即 可 。 



































竺 正规 地 图 中 ， 我 们 有 结论 “至 少 包含 一 个 边 数 少 于 6 的 国家 ”， 这 一 结论 转换 为 
对 侦 图 中 等 价 的 结果 ， 则 有 “平面 图 中 一 定 存 在 一 个 顶点 VV， 与 其 关联 的 边 数 少 于 6”。 




































































































































































[在 在 具有 n 个 顶点 的 平面 图 G 中 去 掉 顶 点 下 及 与 下 关联 的 边 ， 得 到 一 个 顶点 数 
只 有 7 -1 个 顶点 的 新 图 。 由 归纳 法 的 假设 知 ， 新 图 必 可 用 5 种 颜色 染色 。 然 后 要 考虑 
加 入 三 点 以 后 的 情况 。 


































































































































































































































































































显然 ， 如 果 与 关联 的 边 小 于 5， 则 的 相 邻 点 用 的 颜色 数 小 于 5， 于 是 只 要 把 V 
染 上 与 相 邻 点 不 同 的 颜色 ， 间 题 即 可 解决 。 因 此 ， 需 要 考虑 的 是 与 VY 关 联 的 边 恰 为 5 
的 情况 。 在 这 种 情况 中 ， 如 果 矿 的 邻 点 颜色 有 相同 的 ， 那么 六 的 相 邻 点 用 的 颜色 数 小 
于 5， 同 样 只 要 把 V 染 上 与 相 邻 点 不 同 的 颜色 ， 问 题 也 已 解决 。 这 样 ， 只 剩 下 一 种 最 





























复杂 的 情况 需要 考虑 : 与 顶点 天 关联 的 5 个 顶点 矿 、 态 、 态 、 玉 、 扩 已 经 染 了 5 种 不 同 




















的 颜色 C、C,、Cs、Cs、Cs ， 此 时 ， 无 法 直接 对 染色 。 



























































萌 用 肯 普 的 技巧 ， 考 虑 由 人 通达 也 的 CC,C,C,Ci,C,… 相间 路 。 如 果 没 有 这 样 的 相 
间 路 ， 那 么 只 需 运 用 两 色 互 换 技 术 ， 于 是 ， 太 与 有 可 同时 染 上 C,， 余 出 的 C 可 为 V 















































































































































如 果 存 在 由 斤 通 达 玫 的 CCCCCC… 回 路 ， 又 如 何 处 理 呢 ? 























显然 ， 帮 在 用 、 肪 、 玉 、 太 任 两 点 之 间 都 存在 一 条 两 色 的 相间 路 ， 则 意味 着 这 
5 个 顶点 之 间 形 成 了 一 个 ;或 Ks 的 剂 分 图 。 由 前 面 我 们 简单 提 到 过 的 波兰 数学 家 库 拉 
托 夫 斯 基 的 结论 可 知 ，G 包含 了 一 个 及 的 剂 分 图 ， 因 此 不 是 平面 图 ， 这 与 G 是 平面 图 
矛盾 。 因 此，5 个 点 之 间 不 可 能 任 两 点 之 间 都 存在 一 条 两 色 的 相间 路 。 于 是 ， 我 们 就 
可 以 对 那 没 有 两 色相 间 路 的 两 个 点 运用 两 色 互 换 技术 ， 从 而 解决 问题 。 
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根据 数学 归纳 法 ,我 们 得 出 五 色 


成 立 。 


人 
[iM 
上 


SSENNAENA 


ESNASANANA 


D 
全 
Oo 


























通过 上 面 的 介绍 ， 我 们 看 到 希 伍 德 在 对 四 色 问 题 的 研究 中 ， 既 指出 肯 普 的 错误 ， 
又 退 一 步 证 明了 五 色 定 理 。 此 外 ， 他 还 把 注意 力 转 到 其 他 曲面 上 图 的 色 数 确定 问题 ， 
并 提出 了 新 的 问题 ， 四 色 猜 想 是 一 个 平面 图 的 染色 问题 ， 如 果 把 这 幅 图 画 在 曲面 上 ， 


对 地 图 作 相 应 的 染色 ,会 有 什么 结论 呢 ? 
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对 于 球面 染色 而 言 ， 人 们 早已 知道 它 等 价 于 平面 染色 。 当 把 问题 转 到 更 复杂 的 曲 鱼 
上 时 ， 将 涉及 刻画 曲面 的 一 个 重要 拓扑 不 变量 : 亏 格 。 比 如 ， 平 面 或 球面 的 亏 格 是 0， 
环 面 的 亏 格 是 1。 亏 格 为 的 曲面 从 拓扑 角度 来 说 等 价 于 一 个 有 个 洞 的 曲面 ， 记 为 5, 。 
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希 伍 德 着 手 研 究 的 正 是 5 中 图 的 染色 问题 。 他 把 在 这 种 曲面 上 染色 所 需 的 最 小 色 










































































































































































数 记 为 x(5,) ， 然 后 他 试图 求 出 x(5,) 的 表达 式 。 如 果 能 做 到 这 一 点 ， 作 为 特殊 情形 的 
四 色 猜 想 就 可 作为 推论 得 出 来 。 

结果 ， 他 在 1890 年 的 论文 中 成 功 推出 证 明 。 

人 人 了。， 矶 8 总站 出， 其 训 ， 吉 的 素 示 | 下 汪 全 | [x] 表示 不 大 于 x 的 最 
大 整数 。 显 然 ， 他 获得 了 x(5,)( 有 为 正 整数 时 ) 的 一 个 上 界 。 非 常 和 遗憾， 根据 希 伍德 


















































的 证 明 ， 这 一 公式 对 h=0 不适 用， 因此 这 一 漂亮 结果 惟 愉 在 处 理 众 所 瞩目 的 四 色 间 题 
上 派 不 上 用 场 。 否 则 ， 结 合 人 们 早 就 知道 的 平面 染色 不 能 少 于 4 种 颜色 ,就 可 直接 推 


得 四 色 猜 想 成 立 了 。 















































































































































年 得 到 上 述 公 式 后 ， 希 伍德 做 出 一 个 猜想: x(S;) = H(h), hz0 。 
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这 一 猜想 能 够 证 实 ， 代 入 h=0 即 可 得 到 x(5,)=4， 即 四 色 猜 想 成 立 。 然 而 如 
































上 所 提 到 的 ， 因 为 希 伍德 得 到 的 有 关 x(5,) 的 上 界 公式 对 =0 不适 


径 无 法 解决 h=0 ( 即 四 色 猜 想 ) 问题 。 














因此 沿 这 条 途 






















































































在 h>0 方 面 ， 则 只 需 证 明 x(5,) > 如 (h) ， 再 结合 希 伍 德 已 证 明 的 结果 ， 即 可 推 























































































































出 >0 时 , 希 伍 德 猜 想 成 立 。 不 难 理解 ,为 了 证 明 x(5,) = 及 (h) ， 只 需要 在 曲面 8 























(及 >0 ) 上 找到 一 个 地 图 M, 使 x(M)=H(h) 即 可 。 





















































在 这 方面 ， 希 伍德 取得 了 一 些 进 展 。 他 发 现 ， 在 环 面 上 可 以 画 出 7 个 国家 ， 其 中 
任何 一 个 国家 都 与 其 他 6 个 国家 相 邻 。 按 照 染 色 原 则 ， 每 一 个 国家 的 颜色 ， 都 不 能 和 
相 邻 国家 
环 面 沿 两 个 方向 谢 开 后 得 到 的 算 形 7 着 色 ， 中 图 是 把 矩形 卷 成 一 个 圆 简 形 ， 最 后 把 医 
简 的 上 下 两 端 合拢 ， 得 到 下 面 最 右 侧 的 图 所 示 的 环 面 7 着色 图 )。 这 意味 着 ， 对 亏 格 为 
1 的 环 面 来 说 ，X(S) >=7 。 
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的 颜色 相同 。 因 此 ， 这 个 图 必须 用 7 种 颜色 染色 (如 下 面 的 左 图 所 示 ， 先 对 
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另外 ， 由 和 希 伍德 的 上 界 公式 可 知 ， 对 亏 格 为 1 的 环 面 有 : 

































































(5)< A -| 于 生 人 4 一 一 a 
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两 者 结合 起 来 ， 可 得 到 环 面 上 有 七 色 定 理 成 立 ， 即 名 
3 7 种 颜色 就 够 了 。 
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E 何 环 面 地 图 要 染色 ， 至 多 》 
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沿 着 这 条 途径 ， 到 1968 年 时 ， 人 们 证 明了 : x(S,)=H(h), h=2。 









































此 得 到 希 伍 德 的 猜想 y(S,) = 五 (hn) ， 在 /> 0 时 成 立 ， 这 一 结论 被 称 为 希 伍德 地 图 
理 。 一 个 唯一 的 例外 是 亏 格 为 1 的 克 莱 因 瓶 。 对 于 这 一 著名 的 曲面 ， 希 伍德 公式 给 


出 的 结果 是 7， 但 数学 家 富兰克林 证 明了 克 莱 因 瓶 上 的 每 个 地 图 染色 都 只 需 用 6 种 颜色 。 
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于 是 ， 到 1968 年 时 ， 只 剩 下 = 0 的 情况 未 加 证 明 。 这 真是 数学 中 的 怪 现象 。 按 
一 般 人 的 观念 ， 更 复杂 的 曲面 ( 亏 格 大 于 0) 应 当 更 困难 ， 可 是 当 疡 > 0 的 所 有 情形 都 已 














































































































解决 时 ， 对 于 最 简单 的 曲面 ( 即 平面 )， 人 们 却 束手无策 。 

























































































复杂 、 更 高 阶 曲 面 都 圆满 解决 了 。 唯 独 看 起 来 最 简单 、 最 低级 、 最 初始 的 四 色 













































































问题 ， 没 有 获得 圆满 解决 。 而 那些 解决 高 阶 曲面 获得 成 功 的 好 方法 ， 都 无 法 对 付 这 个 
最 简单 、 最 低级 、 最 初始 的 四 色 间 题 。 这 真 令 人 深 感 尺 奇 与 困惑 ! 著名 数学 大 师 陈 省 


身 在 谈 到 这 个 问题 时 曾 不 断 地 说 ， 这 是 “ 尺 人 的 "” “费解 的 ”“ 神 秘 的 ”。 




























































































































































































着 迷 于 四 色 间 题 的 希 伍德 将 他 一 生 60 余年 的 光阴 全 都 花费 在 这 个 问题 的 研究 上 。 
如 上 所 介绍 的 ， 他 把 平面 上 的 地 图 染色 问题 推广 到 更 复杂 的 曲面 地 图 染色 问题 ， 并 得 
出 一 些 结论 。 然 而 ， 在 四 色 问 题 上 他 没有 再 取得 更 多 进展 。 事 实 上 ， 在 肯 普 的 证 明 被 
否定 后 的 几 十 年 中 ， 这 个 看 似 简单 的 小 问题 难 倒 了 许多 著名 数学 家 ， 许 多 解决 这 一 难 
题 的 尝试 都 以 失败 而 告终 。 
















































































































































































































































































一 个 著名 的 故事 发 生 在 德国 一 流 数 学 家 闵可夫 斯 基 (1864 一 1909) 身上 。 这 位 真 
正 的 数学 神童 在 年 仅 17 岁 时 ， 就 曾 完成 了 一 篇 140 页 的 论文 ， 并 在 第 二 年 赢得 了 极 负 
盛名 的 法 国 科 学 院 大 奖 。1902 年 的 一 天 ， 一 位 学 生 在 课堂 上 向 这 位 素 以 谦虚 著称 的 老 
师 间 起 四 色 问 题 。 正 上 拓扑 课 的 闵可夫 斯 基 回 答 说 :“ 四 色 问 题 之 所 以 还 没有 解决 ， 是 
因为 世界 上 一 流 数 学 家 都 没有 人 花 工 天 去 研究 它 。” 兴 之 所 至 ， 他 当 堂 就 证 明 起 来 。 他 写 
了 几 黑 板 ， 仍 然 没 证 出 。 下 一 节 课 ， 他 继续 推导 ， 仍 然 “ 持 了 黑板 ”。 就 这 样 ， 一 连 几 
个 星期 过 去 了 。 他 开始 感到 自己 已 经 身 陷 泥沼 。 最 后 ， 在 一 个 阴雨 的 早晨 ， 闵 可 夫 斯 
基 走 进 教室 时 ， 忽 然 雷 声 大 作 。 闵 可 夫 斯 基站 在 讲台 上 ， 面 朝 着 学 生 ， 自 嘲 地 说 :“ 看 
来 ， 老 天 也 在 责备 我 狂妄 自 大 ， 我 也 没 法 解决 这 个 问题 。 我 们 还 是 返回 来 上 我 们 的 拓 
扑 课 吧 。” 接 着 ， 他 就 从 数 周 前 中 断 的 地 方 开始 继续 讲 起 拓扑 学 。 
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地 图 着 色 是 人 人 都 容易 明白 的 。“ 给 平面 地 图 着 色 ， 使 得 有 公共 边界 线 
的 区 域 着 不 同 颜色 ， 四 种 颜色 足够 "， 这 一 问题 简单 、 清 楚 、 具 体 。 但 这 个 
看 来 毫 不 复杂 的 问题 又 有 其 惊人 的 困难 。 自 肯 普 的 证 明和 泰 特 的 证 明 被 发 
现 漏洞 后 ， 四 色 问 题 重 新 成 为 一 道 向 人 类 智力 提出 挑战 的 世界 难题 。 
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1913 年 ， 美 国 数学 家 伯 克 霍 夫 (1884 一 1944) 在 四 色 问 题 研究 中 迈 出 
步 。 在 一 篇 有 关 图 的 可 约 性 的 文章 中 ， 他 改进 了 肯 普 的 约 化 方法 ， 在 肯 
普 的 基础 上 引进 了 一 些 新 技巧 ,证 明 比 肯 普 构 形 更 大 的 一 些 构 形 是 可 约 的 。 
1920 年 ， 富 兰 克 林 应 用 伯 克 霍 夫 的 想法 ,证 明 当 国家 数目 不 超过 25 时 ， 


四 色 猜 想 成 立 。1926 年 ， 温 恩 把 国家 数 提高 到 27。1940 年 ， 温 恩 再 将 其 




































































































































































































































































































































































提高 到 35。1970 年 ， 国 家 数 被 提高 到 39。1975 年 ， 国 家 数 被 提高 到 52。 


1976 年 ， 这 一 纪录 刷新 为 95。 伦 费 半 个 多 世纪 ， 可 以 用 四 种 颜色 着 色 的 地 
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图 的 国家 数 才 仅仅 提高 了 几 十 个 。 这 种 推进 确实 是 太 缓 慢 了 。 国 家 数 增加 得 很 慢 ， 原 
因 是 国家 每 增加 一 两 个 ， 不 同 国家 之 间 边 界 关 系 的 类 型 就 变 得 复杂 得 多 ， 而 证 明 的 关 
键 就 是 必须 把 地 图 的 所 有 类 型 都 考虑 到 ， 不 能 有 遗漏 。 



















































































































































































更 大 的 问题 是 ， 治 这 种 研究 途径 ， 即 便 国 家 数 得 到 很 大 的 提升 ， 仍 然 无 法 从 根本 
上 解决 四 色 问 题 ， 因 为 由 此 只 获得 量 的 积 累 ， 无 法 得 到 质 的 突破 。 换 言 之 ， 这 种 向 无 
穷 缓慢 推进 的 处 理 方法 ， 将 永远 不 可 能 填补 95 个 区 域 的 地 图 与 任何 能 想到 的 由 无 限 多 
个 区 域 组 成 的 地 图 之 间 的 空缺 。 







































































































































































如 何 才 能 彻底 解决 四 色 问 题 呢 ? 肯 普 曾 给 出 一 条 有 效 的 途径 ， 寻 找 不 可 避免 的 可 
约 构 形 集合 。 只 不 过 ， 在 处 理 “ 一 个 区 域 恰好 被 5 个 区 域 环绕 ”这 一 构 形 时 ， 肯 普 失 
败 了 。 他 证 明 这 种 构 形 是 可 约 的 ， 但 希 伍德 指出 他 的 证 明 有 缺陷 。 因 此 ， 肯 普 给 出 的 
不 可 避免 构 形 集合 中 并 非 所 有 构 形 都 可 约 ， 而 一 个 不 可 约 构 形 的 存在 宣告 了 他 的 证 明 
失败 。 也 就 是 说 ， 肯 普 指 出 一 条 可 行 的 路 ， 但 自己 并 没有 走 通 。 在 其 他 途径 走 不 通 的 
情况 下 ， 部 分 数学 家 重新 折 回 到 肯 普 的 方向 上 ， 他 们 仔细 分 析 了 肯 普 受挫 的 最 后 一 种 
情形 ， 认 识 到 必须 寻找 与 肯 普 所 找 不 同 的 不 可 避免 可 约 构 形 集 。 如 果 能 找到 一 个 不 可 
避免 的 可 约 构 形 集合 ， 那 么 四 色 问 题 就 能 够 获得 证 明 。 不 过 在 实际 寻找 的 过 程 中 却 遇 
到 了 意 想不到 的 计算 困难 。 经 过 几 十 年 的 徘徊 不 前 后 ， 德 国 数 学 家 希 斯 (1906 一 1995 ) 
最 先 打 开 了 新 的 局 面 。 



























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































希 斯 在 1936 年 就 开始 钻研 四 色 问 题 ，1950 年 ， 他 公开 宣称 可 以 通过 寻找 可 约 构 
的 一 个 不 可 避免 集 来 解决 四 色 间 题 。 为 了 寻找 不 可 避免 的 可 约 构 形 集合 ， 希 斯 第 
次 提出 了 一 种 具体 可 行 的 算法 :“ 放 电 ” 方 法 。 下 面 我 们 简略 介绍 一 下 。 


















































































































































































































































首先 ， 把 平面 正规 地 图 染色 的 研究 转化 为 其 对 偶 图 9 剂 分 中 顶点 染色 的 丰 
他 把 三 角 剂 分 看 成 一 个 电网 ， 对 每 一 个 顶点 赋予 电荷 。 因 为 顶点 数 是 2、3、 
4 的 情形 肯 普 已 经 解决 了 ， 因 此 只 需要 考虑 那些 次 数 为 5 以 及 高 于 5 的 顶点 。 若 对 每 个 


4 次 顶点 赋 以 6-d 个 电荷 ， 则 只 有 5 次 顶点 得 到 正 电荷 ， 而 次 数 大 于 6 的 顶点 都 被 赋 以 























































































































































































































负电 人 荷 。 可 以 很 容易 证 明 : 任何 三 角 齐 分 图 中 所 赋 的 电荷 数 之 和 总 为 正 数 。 




































































在 每 个 顶点 赋 以 电荷 后 ， 可 按照 一 定 的 规则 向 邻近 的 顶点 移动 电荷 。 在 这 种 
移动 过 程 中 ， 某 些 5 次 顶点 可 能 会 失去 一 些 正 电荷 ， 即 被 放电 ; 而 某 些 大 于 6 次 的 顶 
点 可 能 会 得 到 一 些 正 电荷 ， 即 被 充电 。 但 无 论 如 何 移动 ， 整 个 网 络 中 带电 总 量 不 会 改 
变 ， 即 在 移动 后 ， 电 荷 数 之 和 仍 为 正 数 。 这 表明 网 络 中 总 会 有 一 些 带 正 电荷 的 顶点 。 
于 是 ， 我 们 可 以 根据 放电 的 规定 ， 在 不 知道 整个 地 图 的 情况 下 ， 分 析 并 确定 出 那些 带 
正 电荷 顶点 邻 域 的 局 部 布局 ， 从 而 最 终 找 出 所 有 只 带 正 电 的 构 形 所 组 成 的 一 个 构 形 
合 。 因 为 每 个 网 络 都 有 正 电 荷 的 顶点 ， 而 这 个 构 形 集合 中 已 考虑 了 所 有 带 正 电 顶 点 的 


构 形 ， 因 此 我 们 找到 的 这 个 构 形 集合 是 一 个 不 可 避免 构 形 集 。 
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举 一 个 简单 的 例子 说 明 一 下 。 把 -< 单位 电荷 从 每 一 正 电 荷 顶点 (5 次 顶点 ) 移 到 它 


的 每 个 负电 荷 邻 点 ( 即 每 个 7 次 或 7 次 以 上 的 顶点 ) 上 去 ， 看 看 会 出 现 什 么 情况 。 


















































































































































首先 ， 一 个 8 次 或 更 高 次 数 的 顶点 ， 即 便 它 的 全 部 邻 点 都 是 5 次 顶点 ， 也 不 可 能 
A Ss 5 ee | 
变 为 正 的 。 这 可 以 通过 简单 的 计算 说 明 : 设 顶 点 的 次 数 是 4 ， 它 从 每 个 5 次 项 点 接受 


个 正 电 荷 ， 于 是 它 能 接受 的 最 大 正 E 茶 数 是 sd 。 因为 它 自身 的 电荷 数 是 6-d ， 所 以 























































































































































































































RT 1 , 30-4d ee 
放电 过 程 结 束 时 ， 它 所 带 的 电 倘 至 多 是 (6- 四 +54= 人 d>8， 可 知 这 个 电 
侗 数 总 是 负 的 。 也 就 是 说 ， 在 这 一 放电 规定 下 ，8 次 或 更 高 次 数 的 顶点 最 后 不 可 能 带 
正 起 但 o 


























而 且 , 一 个 6 次 顶点 永远 不 会 变 成 带 正 电 和 荷 的 ， 因 为 它 的 初始 


接受 正 电荷 。 因 此 ， 只 需要 考虑 $ 次 顶点 与 7 次 顶点 。 


侧 为 0， 绝 不 会 
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5 次 顶点 的 情况 。 在 这 个 过 程 中 ， 如 果 一 个 5 次 顶点 的 邻 点 都 带 负 电 集 ，] 
它 本 身 最 后 已 不 可 能 再 带 正 电荷 。 因 此 ， 一 个 
5 次 顶点 在 这 一 放电 过 程 后 仍 保持 正 电荷 ， 仅 当 它 的 邻 点 至 少 有 一 个 次 数 不 大 于 6。 这 


会 出 现 两 种 情况 : 邻 点 有 一 个 5 次 顶点 ， 以 及 邻 点 有 一 个 6 次 邻 点 。 这 意味 着 ， 在 这 
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种 放电 过 程 中 ， 只 能 出 现 两 种 构 形 ， 如 下 面 的 左 图 所 了 示 ，5 次 顶点 与 男 一 个 5 次 顶点 


相 邻 ; 或 如 下 面 的 右 图 所 示 ，5 次 顶点 与 一 个 6 次 顶点 相 邻 。 
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最 后 ， 再 看 7 次 顶点 的 情况 。 对 于 一 个 7 次 顶点 来 说 ， 仅 当 它 至 少 有 6 个 次 邻 
人 站 1 1 一 
点 时 ， 最 后 才 带 正 电荷 ， 辣 为 6x5+ (= > 而 此 时 ， 其 中 至 少 有 两 个 次 顶点 


是 相 邻 的 ， 因 此 会 出 现 上 面 左 图 所 示 的 情况 。 
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通过 以 上 分 析 ， 我 们 看 到 ，" 把 单位 电荷 从 每 一 正 电荷 顶点 (5 次 项 点 ) 移 到 它 
的 每 个 负电 荷 邻 点 ”这 个 简单 放电 过 程 产生 的 不 可 避免 集 由 上 图 所 示 两 个 构 形 组 成 ， 
其 中 一 个 由 一 条 边 连 到 男 一 个 5 次 顶点 上 ， 另 一 个 由 一 条 边 连 到 一 个 6 次 顶点 上 (如 
图 中 粗 线 所 示 )。 因 为 上 面 的 论证 对 任意 网 络 都 成 立 ， 所 以 在 任何 地 图 中 都 可 以 找到 这 


两 个 构 形 中 至 少 一 个 ， 这 也 正 是 不 可 避免 集 表 示 的 意思 。 



































































































































































































































































































































通过 这 一 个 简单 的 例子 ， 我 们 可 以 得 知 : 因为 每 幅 地 图 中 总 有 正 电 荷 ， 所 以 无 论 
放电 规定 如 何 ， 网 络 中 总 会 有 带 正 电 奏 的 点 ， 而 选择 出 现在 正 电 奏 邻 域 的 每 种 类 型 
的 构 形 ， 就 可 以 构成 不 可 避免 集 。 当 然 ， 给 出 的 放电 规则 越 复 杂 ， 得 到 的 不 可 避免 构 
的 集合 也 就 越 复 杂 。 事 实 上 ， 希 斯 当时 合计 他 要 寻找 的 不 可 避免 集 大 约 包含 10 000 


个 构 形 ! 
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寻找 不 可 避免 集 还 只 是 完成 问题 的 第 一 步 。 下 一 步 是 要 判断 集中 的 构 形 是 否 可 约 。 


为 此 ， 希 斯 设计 了 一 个 计算 机 程序 ， 用 来 验证 构 形 的 可 约 性 。 但 是 ， 这 种 验证 需要 计 









































































































































































































































































































































算 机 计算 相当 长 的 时 间 ， 每 个 大 约 需要 100 小 时 ， 而 在 他 的 估计 中 要 验证 的 构 形 约 为 。 第 

10 000 个 。 这 意味 着 ， 用 计算 机 也 得 花 上 100 年 左右 。 前 景 依然 渺茫 。 而 且 ， 只 要 在 多 

这 不 可 避免 集中 发 现 有 一 个 构 形 是 不 可 约 的 ， 证 明 就 是 无 效 的 ， 整 个 计算 将 全 无 价值 。 内 

肯 普 的 证 明 中 出 现 过 这 样 的 情况 。20 世纪 70 年 代 左右 曾 有 类 似 的 情况 发 生 。 当 时 ， 里 
位 数学 家 构造 了 一 个 构 形 ， 如 果 这 一 构 形 是 可 约 的 ， 四 色 定 理 即 可 获 证 。 于 是 ,在 






























































这 一 构 形 是 否 可 约 尚 未 做 出 完全 判定 之 时 ， 四 色 间 题 已 被 解决 的 消息 就 被 传 开 了 。 可 
当 将 这 一 工作 交 给 当时 运算 速度 最 快 的 计算 机 进行 验证 后 ， 得 出 一 个 遗憾 的 结果 ， 


个 构 形 不 是 可 约 的 。 于 是 ， 寻 找 四 色 问 题解 决 方法 的 尝试 又 一 次 失败 了 。 
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虽然 多 次 努力 仍 未 成 功 ， 但 到 20 世纪 60 年 代 末 时 ， 人 们 在 这 一 问题 上 已 经 获得 一 
些 进 展 。 一 方面 ， 希 斯 的 思想 为 解决 四 色 问 题 开 辟 了 一 条 可 行 之 路 。 另 一 方面 ， 人 们 认 


识 到 解决 四 色 问 题 可 能 要 借助 计算 机 。 这 两 种 思想 的 结合 在 不 久 后 就 结 出 了 硕果 。 









































































































































四 种 颜色 足够 了 ! 











第 二 次 世界 大 战 后 ， 希 斯 在 讨论 班 上 公布 自己 的 方法 时 ， 一 名 美国 大 学 生 哈 肯 恰 
好 参加 了 这 期 讨论 班 。 被 四 色 问 题 吸引 的 哈 肯 很 快 投入 到 四 色 问 题 的 研究 中 。 






































































































































1970 年 ， 哈 肯 发 现 可 以 改进 希 斯 的 放电 方法 。1972 年 5 月 ， 哈 肯 在 伊利 诺 斯 大 
学 (他 自 1962 年 就 受聘 于 该 校 ) 一 个 讨论 会 上 谈 到 解决 四 色 问 题 非 靠 计算 机 不 可 ,他 
还 谈 到 使 用 计算 机 可 能 遇 到 的 各 种 困难 ， 他 又 表示 虽然 知道 困难 所 在 ， 但 不 知道 怎样 
才能 克服 这 些 困难 。 在 座 的 有 一 位 在 计算 机 程序 方面 功底 非常 深厚 的 名 叫 阿 佩 尔 的 人 ， 
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他 认为 计算 机 可 以 解决 这 个 问题 。 些 后， 两 人 开始 了 他 们 的 合作 。 后 来 ， 他 们 还 得 到 
一 名 计算 机 科学 专业 研究 生 的 帮助 ， 这 名 研究 生 为 他 们 编写 了 有 效 的 程序 来 验证 可 约 




















































































































性 。 哈 肯 、 阿 佩 尔 采 用 的 新 的 计算 机 实验 方法 在 第 一 轮 就 获得 了 许多 有 用 信息 。 随 后 
他 们 修改 程序 以 克服 缺陷 并 反复 试验 。6 个 月 后 ， 他 们 开始 确信 ， 他 们 的 方法 是 行 之 
有 效 的 。1975 年 ， 他 们 设计 的 程序 从 搜索 状态 开始 向 目标 发 起 最 后 的 冲击 。1976 年 6 
月 ,在 用 三 合 电脑 花费 了 1200 个 机 时 后 ， 他 们 终于 成 功 地 构造 了 含有 1936 个 (后 被 
削减 为 1476 个 ) 可 约 构 形 的 不 可 避免 集 。 




































































































































































































































































哈 肯 、 阿 佩 尔 在 多 伦 多 大 学 举行 的 1976 年 的 美国 数学 学 会 和 美国 数学 协会 的 夏季 
会 议 上 ， 疝 全 世界 宣布 了 他 们 的 成 功 。 后 来 ， 他 们 又 提交 了 一 份 报告 ， 刊 登 在 《美国 
数学 学 会 通报 》9 月 刊 上 。1977 年 ， 两 人 的 论文 《每 个 平面 地 图 都 可 以 四 着 色 》 在 美 





























































































































到 《伊利 诺 斯 数学 杂志 》 上 发 表 ， 全 文 长 139 页 ， 还 附 上 电子 计算 机 程序 的 微型 胶片 













































































400 页 。 当 其 成 果 发 表 时 ， 从 美国 伊利 诸 伊 州 寄 出 的 信 上 都 特地 盖 了 纪念 邮戳“Four 
colours suffice”( 四 种 颜色 就 够 了 )。 



















































































































































































四 色 猜 想 被 证 明了 ! 这 条 数学 家 们 会 以 香 械 酒 干杯 祝贺 的 消息 ， 很 快 传 遍 了 全 世 
界 ， 引 起 了 比 动 。 一 个 历时 120 多 年 的 世界 难题 终于 被 攻克 了 1! 
» pa 忌 
证 明 的 余波 
四 色 问 题 在 提出 一 个 多 世纪 后 终于 获得 解决 了 ， 然 而 其 解决 方式 建立 在 对 电子 计 


































































































算 机 的 使 用 与 依赖 上 。 在 此 之 前 ， 计 算 机 主要 作为 数学 家 的 辅助 工具 而 被 使 用 。 与 2 



























































不 同 ， 哈 肯 、 阿 佩 尔 的 证 明 中 很 大 部 分 且 关 键 部 分 是 由 计算 机 完成 的 ， 其 


























到 的 一 
































些 概念 就 是 计算 机 证 明 的 产物 。 于 是 ， 四 色 猜 想 成 为 第 一 个 主要 由 计算 机 完成 证 明 的 





























重要 数学 难题 。 这 一 引 人 注 目 之 处 在 数学 界 引起 了 巨大 争议 。 













































































按照 一 般 程序 ， 一 个 数学 证 明 在 正式 发 表 之 前 ， 编 辑 要 找 有 相当 水 平 的 数学 家 进 















































行 评审 。 而 在 其 发 表 后 ， 任 何 有 充分 耐心 的 数学 同行 都 能 对 这 个 证 明 进行 核对 并 证 实 































































































已 是 正确 的 。 然 而 ， 哈 肯 、 阿 佩 尔 的 计算 机 证 明 却 无 法 使 用 通常 的 审查 方法 ， 因 为 它 
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传统 检测 要 求 的 证 明 过 程 。 事 实 上 ， 在 其 论文 正式 发 表 之 前 ， 
















































































































































































编辑 部 采用 的 方法 是 ， 将 哈 肯 和 阿 佩 尔 的 程序 输入 一 台独 立 计算 机 ， 通 过 运行 得 出 相 
同 的 结果 来 证 明 其 论文 的 正确 性 。 这 种 非 正规 的 审查 过 程 激 经 了 一 些 数 学 家 ， 他 们 认 


















































为 这 是 一 种 不 可 信和 的 核查 方法 。 要 知道 ， 每 全 现代 计算 机 的 软件 和 硬件 中 都 有 隐匿 的 
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缺陷 ， 而 且 每 全 计算 机 还 


























































































































另外 ， 一 个 长 达 400 页 的 计算 机 程序 又 如 


< 瑟 
























































特 在 其 博士 论文 中 ， 将 哈 肯 、 阿 佩 尔 证 明 中 的 计算 机 程序 的 40% 进行 了 检验 
现 了 14 个 小 错误 和 一 个 较 大 的 错误 。 当 这 篇 博士 论文 传送 到 世界 各 地 时 ，; 
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I 色 问 题 ”的 传闻 。 当 然 ， 间 题 没有 这 么 严重 。 事 实 上 ， 


保证 其 正确 性 呢 ? 事实 上 ，1981 年 ， 施 














能 出 现 瞬 间 即 逝 的 失误 。 因 此 ， 当 计算 机 做 了 上 千 小 时 
的 计算 时 ， 谁 能 保证 不 存在 由 于 计算 机 的 某 种 突然 不 规则 运行 而 产生 的 逻辑 错误 呢 ? 



































六， 用 


还 引发 了 





那些 小 错 





“计算 机 没有 证 明 





















































误 可 以 在 几 分 钟 改正 ， 较 大 的 错误 也 只 需要 几 天 就 能 改正 。 面 对 许多 人 的 疑 
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FE， 哈 表 、 阿 佩 尔 两 人 写 了 一 篇 文章 “四 色 间 题 的 证 明 是 充分 的 ”并 将 其 二 








癌 ，1986 
| 登 在 《 数 
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信 更 》 杂志 第 8 卷 第 1 期 上 。 文 中 试 





介绍 这 证 明 的 原始 号 EN 想 ? 证 读 卖 超 


中 解 怎 样 


















































得 到 这 一 证 明 ， 并 解释 为 什么 在 检验 影响 细节 时 突然 出 现 的 错误 不 会 影响 证 明 的 正 



















































































确 性 。 他 们 最 后 表示 :“ 我 们 将 对 证 明 中 剩 下 的 60% 加 以 独立 的 核实 ， 而 且 欢 迎 有 人 
找到 进一步 错误 时 通知 我 们 …… 当 这 些 完成 后 ， 我 们 打算 出 版 原始 证 明 的 一 种 完全 校 



































订 本 。 






































而 对 “这 一 无 法 按 传统 意义 核对 的 计算 机 证 明 是 否 有 效 ” 的 怀疑 与 批评 ， 
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一 证 明 的 数学 家 指出 ,“ 无 论 如 何 ， 从 实用 的 观点 看 …… 与 大 量 事件 在 人 工 校 核 中 出 现 
错误 的 机 会 相 比 ， 计 算 机 出 错 的 概率 是 极其 微小 的 "。 而 对 四 色 定 理 计 算 机 证 明 有 效 性 
的 最 后 一 点 疑问 后 来 也 消除 了 。1993 年 ， 罗 伯 森 、 托 马 斯 等 数学 家 把 构 形 简约 为 633 
个 ， 从 而 给 出 四 色 定 理 的 简化 证 明 。2004 年 ， 数 学 家 沃 纳 和 冈 席 尔 用 通常 的 数学 证 明 


验证 程序 ， 对 罗 伯 森 等 人 的 证 明 进行 了 验证 ， 肯 定 了 其 证 明 的 正确 性 。 












































一 、 
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虽然 随 着 时 间 的 推移 与 计算 机 在 数学 中 影响 力 的 加 大 ， 哈 肯 、 阿 佩 尔 的 证 明 被 数 
学 界 普遍 接受 了 ， 但 这 一 项 恢 人 的 成 就 自始至终 未 能 记得 多 数 数学 家 的 赞赏 。 因 为 这 
种 “ 蛮 力 式 ” 的 机 器 证 明 在 数学 家 们 看 来 缺乏 洞察 力 ， 不 如 传统 的 高 雅 证 明 那 样 明晰 
与 发 人 深 省 ， 失 去 了 数学 的 美感 。 如 中 国 著 名 数学 家 苏 步 青 所 说 ， 机 器 证 明 “ 即 便 是 
真 的 ， 我 们 总 觉得 没有 什么 数学 味 "。 确 实 ， 在 数学 家 们 看 来 ， 一 个 数学 证 明 不 仪 回答 
了 问题 ， 它 还 使 人 们 对 为 什么 答案 应 该 如 此 有 所 理解 。 把 问题 送 进 一 个 黑匣子 ， 然 后 
从 另 一 端 收 到 一 个 答案 ， 这 增加 了 知识 但 没有 增进 理解 力 。 数 学 家 真正 喜欢 的 是 一 个 
阐明 性 的 定理 。 他 们 期 竺 着 某 些 令 人 眼前 一 亮 的 新 洞 见 、 一 种 核心 深 处 的 想法 之 美 、 
使 人 耳目 一 新 的 证 明 。 然 而 ， 哈 肯 与 阿 佩 尔 的 回答 是 “把 这 个 问题 分 解 成 数 干 种 情形 ， 
然后 将 所 有 情形 一 个 接 一 个 地 在 计算 机 上 运行 ， 这 样 就 完成 了 证 明 ”。 对 于 哈 肯 、 阿 
册 尔 的 证 明 ， 有 人 这 样 评论 :“ 一 个 好 的 数学 证 明 应 当 像 一 首 诗 ， 而 这 纯粹 是 一 本 电话 
短 。 因此 ， 许 多 数学 家 感到 诅 形 与 失望 是 非常 自然 的 。 更 符合 数学 家 口味 的 足够 优美 
和 简明 的 人 工 证 明 会 在 某 一 天 被 发 现 吗 ?有 这 种 可 能 ， 但 也 可 能 根本 不 存在 。 也 许 数 
学 中 就 存在 单 靠 人 脑 解决 不 了 而 必须 用 计算 机 才能 解决 的 复杂 问题 。 在 这 种 情况 下 ， 
就 出 现 了 一 类 新 的 有 意义 的 、 无 法 用 传统 形式 证 明 的 定理 。 从 这 个 观点 看 ， 四 色 定 理 
呈现 出 男 一 种 价值 ， 即 它 帮助 人 们 看 清 了 单 舍 人 脑 解 决 问题 的 有 限 性 。 
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随 着 四 色 定 理 计算 机 证 明 逐 渐 获得 数学 界 的 认可 ， 它 引发 的 另 一 个 争论 是 ， 在 什 
么 程度 上 人 们 可 以 说 一 个 依赖 于 大 量 的 、 非 人 力 所 能 控 制 的 计算 机 证 明 真 算 一 个 证 明 
话说 ， 接 受 四 色 定 理 的 计算 机 证 明 ， 传 统 意义 上 的 “证 明 ” 概 念 是 否 也 发 生 
















































































河 
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了 改变 呢 ? 在 此 之 前 ， 人 们 始终 把 证 明 看 作 是 一 种 逻辑 上 严密 可 靠 的 推理 过 程 。 借 助 















































这 样 的 推理 ， 























推理 。 引 











明 ” 的 

















区 念 发 生 了 


数学 家 就 可 以 使 其 人 
































也 人 相信 有 某 个 判断 的 真实 性 。 



































个 数学 家 在 看 介 一 个 



















































































成 为 证 明 ， 


证 明 以 后 ， 就 会 对 所 论 命题 的 真实 性 深信 不 
实 上 ， 一 个 证 明之 所 
行 所 验证 的 有 说 服 力 的 推理 。 在 许多 人 看 来 ， 








疑 ， 同 时 也 就 次 然 理解 确保 这 种 真实 性 的 
恰恰 是 因为 它 提供 了 这 样 一 些 可 被 数学 同 


计算 机 证 明 的 出 现 意 味 着 整个 “数学 证 


























































































































变化 : 








直 作 为 辅助 作 





























学 证 明 昌 








的 重任 。 在 
























































的 计算 机 从 数学 家 手中 接 过 了 从 事 真正 数 


























在 持 不 同 观 点 的 数学 家 看 来 ， 

















数学 证 明 中 引入 计算 机 “这 一 事实 并 
































没有 改变 数学 证 明 的 基本 概念 。 改 变 的 不 是 数学 理论 ， 而 是 数学 实践 ”。 





















































于 是 我 们 看 到 ， 四 色 问题 作为 第 一 个 人 机 
哲学 界 都 引起 了 广泛 关注 ， 什 么 是 数学 证 明 竺 


























论 。 目 前 对 这 些 问题 




















乍 出 一 个 回答 为 时 尚 早 ， 








UD 























证 明 的 意义 ， 不 仅仅 是 解决 了 一 个 历时 


史上 一 系列 新 想法 的 起 点 。 


























年 多 的 难题 ， 更 重要 的 是 成 为 数学 思想 发 展 








合作 完成 的 著名 数学 问题 ， 在 数学 界 和 
重大 问题 也 因此 纷纷 提出 并 得 到 深入 讨 
纪 许 时 间 会 告诉 我 们 : 四 色 定 理 计算 机 



















































































机 器 证 明 与 吴 方 法 









































四 色 定 理 的 计算 机 证 明 ， 还 推动 了 





门 
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兴学 科 一 一 机 器 证 明 的 发 展 。 正 如 哈 肯 






























































数学 意义 而 只 能 用 计算 机 方法 来 证 明 的 定 





















































与 阿 佩 尔 所 说 :“ 我 们 相信 ， 一 定 存在 很 有 
即便 四 色 定 理 不 是 这 样 一 个 问题 ， 
色 定 理 机 器 证 明 发 表 12 年 后 ，1988 年 12 


















































它 也 说 明了 证 明 这 种 完 理 可 能 需要 做 些 什么 。 




















月 ， 加 拿 大 林 永 康 教授 领导 的 小 组 宣称 他 
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们 用 一 超级 电脑 ， 用 整整 三 年 数 干 小 时 机 时 成 功 解决 了 一 个 世纪 难题 ， 证 明了 不 存在 
10 阶 的 有 限 射 影 平面 。 机 器 证 明 又 一 次 显示 了 它 的 威力 。 然 而 ， 这 样 的 证 明 只 是 对 某 

个 具体 数学 问题 的 证 明 ， 方 法 仅仅 适用 于 这 一 具体 的 问题 ， 因 此 只 能 称 为 “特例 机 
证 ”。 男 一 条 或 许 更 有 意义 的 机 器 证 明 途 径 是 ， 寻 求 用 计算 机 求解 一 类 问题 的 通用 方 
法 ， 即 寻找 “类 证 ” 对 一 类 定理 提供 一 种 统一 的 算法 ,使 得 该 类 定理 中 的 每 个 定 


里 都 可 依 此 方法 给 出 证 明 。 






















































































































































































































































































































































































1977 年 ， 在 四 色 定 理 被 证 明之 后 一 年 ， 我 国 著名 数学 家 吴 文俊 院士 (1919 一 2017) 

在 《初等 几何 判定 问题 与 机 械 化 证 明 》 的 论文 用 计算 机 证 明 数 学 定理 

的 “里 方法 ” ， 从 而 在 几何 定理 机 械 化 证 明 方面 首次 取得 重大 突破 。 下 面 我 们 简单 介绍 
下 他 的 思想 。 
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吴 文 俊 

















吴 文 俊 迈 出 的 第 一 步 是 几何 代数 化 。 有 具体 而 言 ， 借 助 解 析 几 何 的 手段 ， 把 几何 问 
题 转化 为 代数 问题 ， 将 几何 定理 的 叙述 用 代数 方程 的 形式 重新 表达 ， 于 是 证 明 问 题 就 
转化 为 判定 假设 的 代数 方程 是 否 能 推出 结论 的 代数 方程 问题 。 用 吴 文 俊 本 人 的 话说 ， 
就 是 “从 事 几何 定理 证 明 时 ， 首 先 取 适当 的 坐标 ,于 是 几何 定理 的 假设 与 终结 通常 都 
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成 为 多 项 式 方程 ， 称 之 为 假设 方程 与 终结 方程 。 满 足 定理 假设 的 几何 图 像 ， 就 相当 于 
假设 方程 组 的 一 个 解答 或 零点 。 要 证 明定 到 
结 多 项 式 为 零 "。 不 过 ， 几 何 问题 转化 为 纯 代 数 问题 后 ， 并 不 见得 简单 ， 更 不 能 说 就 能 
实现 机 械 化 。 计 算 机 技术 的 发 展 只 是 为 实现 数学 定 ] 












































Ts 


成 立 ， 前 





i 是 要 证 明 假设 方 程 的 零点 也 使 终 



















































































理 证 明 的 机 械 化 提供 了 某 种 前 提 ， 


















































而 沿 几何 代数 化 这 条 路 线 ， 真 正 实现 机 器 证 明 ， 还 需要 数学 家 设计 出 切实 可 行 的 、 行 














之 有 效 的 “好 的 ”计算 机 算法 。 












































吴 文 俊 真 正 的 突破 正 来 自 于 此 。 在 1977 年 发 表 于 《中 国 科 学 》 杂 志 的 论文 中 ,他 
































提出 了 一 个 新 的 代数 方法 。 这 个 后 来 被 国际 上 称 为 “ 匡 方法 ”的 新 方法 在 证 明 等 式 型 






































几何 定理 时 效率 比 以 前 的 方法 高 得 多 。1984 年 


























明 的 基本 原理 (初等 











何 定理 机 械 化 证 明代 数 方法 的 基本 原理 ,奠定 了 数学 机 械 化 的 基础 。 其 开创 性 工作 ， 








， 吴 文俊 又 出 版 专著 《几何 定理 机 器 证 






















































































几何 部 分 )》》， 明 确 建 立 了 各 类 几何 的 机 械 化 定理 ， 系 统 阐明 了 几 












































































































































被 认为 是 机 器 证 明 的 里 程 碑 式 贡献 。2001 年 ， 























机 器 证 明 是 获奖 的 3 


吴 文 俊 获 首届 中 国 国家 最 高 科技 奖 ， 而 






















































































要 原因 。2006 年 ， 由 于 “对 数学 机 械 化 这 一 新 兴 交 叉 学 科 的 贡 






































献 ”， 吴 文俊 又 获 “ 邵 逸夫 数学 科学 奖 ”， 这 






































一 、 
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] 吴 方法 ,可 


械 化 研究 ”的 承认 与 肯定 。 




























































































国际 愧 


头 在 计算 机 上 迅速 证 明 一 些 很 不 简单 的 几何 定理 。1989 年 ， 我 国 








FE 大奖 是 国际 数学 界 对 他 “数学 机 




































































访 美学 者 周 咸 青 在 其 出 版 的 专著 中 列 出 了 用 有 里 方法 证 明 的 512 个 几何 定理 。 除 了 可 证 
定 


吴 方 法 还 能 证 明 局 部 微分 几何 定理 ， 并 有 其 他 众多 的 应 用 。 








明 初等 iL 何 里 外 3? 







































































吴 方 法 的 问世 ， 


























使 计算 机 自动 推理 研究 领 











成 发 生 了 一 场 革 命 ， 不 但 使 具有 数 干 年 





















































历史 的 初等 几何 研究 真正 跨 入 机 械 化 阶段 ， 插 
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可 定理 机 器 证 明 的 代数 方法 研究 

















空前 活跃 起 来 。10 多 年 后 ， 多 种 机 器 证 明 的 代数 方法 提出 并 得 到 成 功 实现 。20 世纪 

















90 年 代 ， 张 景 中 院士 等 人 又 成 功 地 解决 了 计算 
























































机 可 读 性 证 明 问 题 ， 即 由 计算 机 生成 便 



































于 人 们 理解 、 和 掌握 和 检验 的 证 明 。 这 项 工作 被 





























动 推理 领域 的 同行 誉 为 “计算 机 处 理 







































































几何 问题 发 展 道路 上 的 里 程 碑 "”“ 自 动 推理 领域 30 锯 









































来 最 重要 的 工作 "。 不 久 ， 杨 路 教 
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授 又 成 功 地 解决 了 几何 不 等 式 的 机 器 证 明 问题 。 这 样 ， 初 等 几何 定理 的 机 器 证 明 问 是 
基本 上 由 我 国 数学 家 解决 了 。 































































































在 计算 机 自动 推理 的 研究 中 ， 几 何 定理 机 器 证 明 曾 经 是 最 不 成 功 的 领域 ， 现 在 却 
成 为 最 成 功 的 领域 。 这 一 历史 的 转折 ， 缘 于 吴 方 法 的 出 现 。 吴 方法 开辟 了 数学 机 械 化 
的 一 个 新 纪元 ， 但 这 方面 的 研究 目 前 仍 处 于 起 




































































步 阶段 。 在 更 广阔 的 领域 中 实现 机 器 i 
明 ， 使 数学 研究 进一步 机 械 化 ， 是 摆 在 数学 家 面前 的 新 课题 。 可 以 说 ， 由 吴 文 俊 所 
导 的 “数学 机 械 化 和 机 械 化 数学 ”在 国际 范围 内 正 莲 懿 发 展 。 
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结 语 
































在 本 章 中 ,我 们 简要 介绍 了 四 色 问 题 由 提出 到 解雇 的 历史 。 当 问题 画 上 句号 之 时 ， 
我 们 可 以 简单 回顾 一 下 人 们 的 研究 历程 了 。 
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1852 年 ， 弗 兰 西 斯 . 格 思 里 提出 了 陈述 简单 的 四 色 间 题 。1878 年 ， 瑞 国 数 学 家 









































凯 羔 向 伦敦 数学 学 会 正式 提出 这 个 问题 ， 其 后 四 色 猜 想 成 了 世界 数学 界 关 注 的 问题 。 








1878~1880 年 ， 肯 普 和 泰 特 两 人 分 别提 交 了 证 明 四 色 猜 想 的 论文 ， 宣布 证 明了 四 人 色 定 
里 ， 人 们 认为 四 色 猜 想 解 决 了 。 然 而 ， 在 多 年 后 两 人 的 证 明 部 被 指出 有 漏洞 。 人 们 逐 
渐 认 识 到 ， 这 个 貌似 简单 的 问题 ， 其 实 是 一 个 可 与 费 马 大 猜想 相 媲美 的 难题 ， 横 豆 在 
看 上 的 着 色 问 题 
的 迷人 问题 吸引 了 越 来 越 多 的 


























































































































































































































数学 家 面前 的 不 是 一 块 小 石头 ， 而 是 一 座 大 山 。 当 更 复杂 、 更 高 阶 


都 被 圆满 解决 后 ， 了 
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看 四 色 问 题 这 个 平凡 却 又 深 藏 陷 
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研究 者 。 














被 这 一 问题 所 吸引 的 数学 家 (也 包括 一 些 | 
问题 的 大 会 战 
败 ， 虽 然 在 最 初 一 个 多 志 

















弓 界 上 一 流 和 
































< 






































入 数学 家 ) 纷纷 参与 到 四 色 

















的 时 间 ， 经 历 了 多 次 的 失 








门 伦 费 了 大 量 
实质 性 的 进展 














数学 家 们 的 付出 没有 白 






































色 问 题 的 变 体 、 


任何 一 个 与 





费 ， 其 收获 还 是 颇 丰 的 。 收 获 








FE 对 四 色 问 题 的 研究 
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四 色 问 题 等 价 的 狂想 。 可 展 沿 这 条 新 路 ， 没 有 


























1， 人 们 找到 了 数 十 种 四 


gd 色 间 题 的 道路 是 ， 证 明 








的 一 条 证 明 

































































打 开 缺 口 。 更 重要 的 是 ， 


























研究 四 色 猜 想 的 意义 逐渐 超越 了 解决 这 





数 和 难题 小 可 。 目 




















数学 家 们 奖 强 前 进 
被 提出 ， 很 多 数学 技巧 被 发 


了 新 的 理论 。 习 












































是 在 对 四 色 猜 想 的 探索 中 ， 


条 条 道路 。 在 这 一 过 程 中 ， 很 多 种 方法 














































































































就 是 由 四 色 问 题 激 发 的 )， 俯 化 了 组 合 忆 



























































积极 的 推动 作用 



























































了 不 少 成 了 数学 计 








FE 


想 的 起 点 ， 并 由 此 产 4 


















































究 ， 大 大 促进 了 图 论 的 发 展 (比如 图 染色 研究 



































6 扑 学 的 诞生 ， 而 且 对 有 限 射影 几何 等 也 产生 了 
色 问 题 为 数学 旷 出 的 金 蛋 。 














可 

















人 们 看 到 一 条 可 以 翻越 这 座 数 学 大 山 








但 在 四 色 问 是 究 上 ， 数 学 家 却 陷入 山 

















E 水 复 的 困境 。 终 于 ， 希 斯 的 出 现 , 使 


























的 可 能 道路 。 沿 着 























这 条 道路 ， 最 终 哈 表 、 阿 佩 尔 











获得 了 成 功 。 

















我 们 可 以 看 到 ， 最 后 的 成 功 正 是 建立 在 前 人 成 果 




















基础 上 的 。 顺 利 解决 整 


























个 问题 的 基本 ) 








引路 是 寻找 一 个 可 约 的 不 可 避免 集 ， 而 它 来 














如 美国 数学 家 阿 佩 尔 和 哈 表 所 说 :“ 我 们 的 方法 基本 上 是 肯 普 证 明 
这 部 分 在 过 了 


























背 普 的 有 漏洞 的 证 明 。 正 

































































E 确 部 分 的 推广 ， 




















































































































直 受 到 数学 家 们 的 密切 注意 。” 在 肯 普 之 后 ， 希 斯 的 放电 理论 
































是 沿 着 表 普 的 ) 











妨 路 迈 出 的 又 一 关 鲁 四 色 猜 想 能 成 功 











明 四 色 猜 想 的 核心 要 素 之 月 





















































后 ， 














个 更 进 

















它 会 成 为 新 的 数学 
们 可 以 说 这 将 是 

















于 机 器 证 明 的 关键 ,是 证 














、 阿 佩 尔 在 改 ; 























放电 理论 并 借助 计算 机 





























最 终 获得 了 成 功 。 


特 证 明 却 在 数学 界 引 发 了 











猜想 变 成 了 定理 。 然 而 ， 
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这 一 依赖 计算 机 完成 的 独 












































争议 与 讨论 。 在 这 一 证 明 已 被 数学 界 普遍 接受 的 今天 ， 


理 的 计算 机 证 明 是 否 会 对 数学 发 展 带 来 深刻 的 影响 ， 









































诉 我 们 答案 。 如 果 答 案 是 肯定 的 ， 那 么 我 























色 问 题 为 数学 孵 出 的 更 大 金 蛋 。 
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1993 年 ， 罗 





森 、 托 马 斯 等 数学 家 给 出 四 色 定 理 的 简化 证 明 。 但 是 ， 新 的 证 明 
仍然 包含 不 能 人 工 核查 的 计算 机 步骤。 于 是 ， 四 色 定 理 的 证 明 提 供 了 数学 中 极为 平 千 
的 古怪 事件 的 又 一 个 例子 : 容易 理解 的 问题 与 惊人 复杂 的 证 明 的 结合 。 这 真是 奇妙 叉 
末 扰 人 的 寻 


IN 
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及 么 ，“ 平 面 地 图 只 需要 4 种 其 1 











着 色 ” ， 这 个 能 被 学 校 孩子 理解 的 问 
到 更 好 的 方式 说 明 其 成 立 的 理由 呢 ? 或 者 说 ， 是 否 存 在 不 依赖 计算 机 的 简洁 的 人 工 证 


明 呢 ? 
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色 和 猜想 以 意外 的 方式 解决 ， 并 变 成 了 四 色 定 理 后 ， 众 多 数学 家 退出 了 研究 的 
行列 。 然 而 ， 许 许多 多 为 这 一 极 易 理 解 的 问题 所 吸引 的 数学 爱好 者 仍 在 兰若 寻觅 那 或 
许 存 在 或 许 不 存在 的 人 工 证 明 。 可 以 说 ， 它 在 数学 爱好 者 中 的 流行 程度 堪 比 几何 三 大 
问题 。 以 至 于 图 论 专 家 哈 拉 里 对 此 评论 说 :“ 四 色 猜 想 真 可 以 改名 叫 “ 四 色 病 ”了 。 
为 它 像 传染 病 一 样 ， 很 容易 传染 。 有 时 是 良性 的 ， 有 时 却 是 恶性 的 或 慢性 的 。 还 没有 
发 明 一 种 预防 针 可 对 付 这 种 病 ， 但 一 个 人 的 体格 如 果 足 够 强壮 ， 那 么 稍 一 感染 就 可 以 
终身 免疫 。 这 种 病 会 反复 发 作 ， 虽 然 还 没有 致死 的 记录 ， 但 它 会 使 人 痛苦 非凡 。 我 们 
已 经 观察 到 ， 这 种 病 至 少 一 次 从 父亲 传染 给 了 儿子 ， 所 以 也 许 是 会 遗传 的 。” 当然 ， 对 
四 色 定 理 人 工 证 明 的 寻求 与 用 尺 规 完成 几何 三 大 问题 是 有 差别 的 。 对 于 后 者 ， 我 们 可 
久 断 言 其 绝 无 可 能 。 但 对 于 前 者 ， 我 们 却 只 能 持 齐 慎 的 存疑 态度 。 也 许 吧 ， 一 种 非常 
巧妙 的 不 借助 计算 机 的 四 色 问 题 证 明 会 在 某 一 天 问世 。 但 对 于 投身 于 这 一 研究 中 的 爱 
好 者 ,我们 有 两 点 建议 要 提 。 一 点 是 ,“ 体 格 不 够 强壮 ”的 不 要 去 和 演 试 医治 这 种 “四 色 
病 "。 另 一 点 是 ， 在 做 自己 的 研究 之 前 ， 了 解 前 人 的 成 果 是 有 益 的 。 然 而 可 惜 的 是 ， 习 
实 上 众多 研究 者 往往 是 置 已 有 的 研究 于 不 顾 ， 结 果 因 不 了 解 四 色 问 题 难 解 的 症结 所 在 
掉 入 陷阱 或 误 入 政 途 却 不 自 知 。 
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第 五 章 
费 马 问题 
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从 衬 达 哥 拉 斯 到 去 番 图 



































人 类 对 自然 数 的 认识 曾经 历 了 一 段 极 其 漫长 的 时 间 。 随 着 自然 数 的 出 
现 ， 两 类 性 质 截然 不 同 的 问题 摆 在 人 们 面前 。 一 类 是 数 的 应 用 ， 即 计算 问 
题 ， 也 就 是 运用 加 减 乘 除 运 算得 出 结果 ， 以 解决 实际 问题 。 另 一 类 是 数 的 
理论 问题 ， 也 就 是 研究 数 的 性 质 及 数 与 数 之 间 的 特殊 关系 。 前 者 与 实际 问 
题 紧密 相关 ， 受 到 古代 多 数 民族 的 重视 并 获得 了 发 展 。 但 对 后 者 的 研究 ， 
却 主要 是 古 希 腊 人 的 贡献 ， 他 们 由 研究 个 别 抽象 的 数 过 渡 到 研究 任何 可 能 


的 数 ， 从 而 产生 出 一 个 称 为 数论 的 独立 分 支 。 


























































































































































































































































































































这 个 独特 的 数学 分 文中 有 着 大 量 有 趣 又 极 难 解决 的 问题 ， 我 们 在 本 章 
介绍 的 费 马 最 后 问题 就 是 其 中 著名 的 一 个 。 为 了 了 解 它 的 来 龙 去 脉 ， 
让 我 们 追溯 到 数论 的 源头 。 
























































第 达 哥 拉 斯 与 毕 达 哥 拉 斯 学 派 


























沿 着 “ 数 的 理论 问题 ”这 一 方向 近 出 最 初 几 步 的 是 古 希腊 的 毕 达 哥 拉 


四 












































斯 及 其 领导 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 。 对 这 个 数学 史 中 会 反复 提 到 的 著名 数学 家 及 其 学 派 ， 





























我 们 有 必要 简单 介绍 一 下 。 


























毕 达 哥 拉 斯 ( 约 公元 前 580 一 前 500)， 出 生 于 希腊 一 个 小 名 上 。 他 早年 曾 师 从 阿 















































那 克 西 曼 德 。 后 曾 游 历 过 古 埃 及 、 古 巴比伦 等 东方 国家 ， 在 这 些 国家 他 不 断 向 有 学 问 



























































| 
的 人 请 教 ， 以 丰富 自己 的 见解 和 知识 。 当 他 完成 游历 回 到 自己 的 故乡 时 ， 已 是 一 个 思 










































































想 成 熟 的 智者 了 。 但 在 家 乡 他 无 法 施展 才 志 ， 于 是 他 移居 到 意大利 半岛 南部 的 克 罗 托 
Bb 


























那里 他 赢得 了 人 们 的 信任 与 景仰 ， 并 组 织 起 一 个 政治 、 宗 教 、 数 学 合 一 的 秘密 




























































































团体 ， 即 后 来 所 称 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 。 这 个 团体 后 来 在 政治 斗争 中 遭 到 破坏 ， 毕 达 哥 


























拉 斯 逃亡 到 塔 兰 托 ， 后 被 杀害 。 














毕 达 哥 拉 斯 






























































毕 达 哥 拉 斯 是 证 希 腊 哲 学 家 、 数 学 家 、 天 文学 家 ， 还 是 音乐 家 、 教 育 家 。 他 的 
思想 与 学 说 对 希腊 文化 产生 的 影响 是 巨大 、 深 远 和 多 方面 的 。 后 人 尊称 他 为 “ 智 丰 






























































个 。 


























毕 达 哥 拉 斯 一 手 创 建 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 具 有 深远 的 历史 意义 。 在 他 的 领导 下 ， 该 
学 派 进行 了 多 方面 的 研究 工作 。 在 数学 方面 ， 其 影响 更 为 巨大 。 有 许 许 多 多 的 研究 都 
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是 从 他 们 开始 的 ， 他 们 极 大 地 推进 了 数学 的 发 展 。 可 以 说 ， 毕 达 哥 拉 斯 是 数学 这 门 学 
科 的 黄 基 人 、 创 始 者 。 最 有 名 的 是 以 他 名 字 命 名 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 ( 即 我 们 所 说 的 多 
股 定理 )。 通 过 毕 达 哥 拉 斯 定理 而 发 现 无 理 数 ， 是 这 一 学 派 在 数学 上 的 另 一 重大 贡献 。 























































































































































































































开辟 对 数 的 性 质 的 研究 也 是 毕 达 哥 拉 斯 及 其 学 派 的 众多 数学 贡献 之 一 。 在 他 们 的 
努力 下 ， 数 不 再 仅仅 用 来 记 账 和 计算 ， 数 本 身 的 价值 受到 了 重视 ， 并 由 此 产生 了 证 希 
腊 所 称 的 “算术 ”， 即 我 们 现在 所 说 的 “数论 ”"。 顺 便 指出 ， 这 正 是 后 面 我 们 将 会 提 到 
的 丢 番 图 、 高 斯 的 数论 名 著 分 别 叫 作 《 算 术 》《 算 术 研 究 》 的 原因 。 































































































































































































在 这 种 研究 中 ， 他 们 提出 了 许多 独特 而 有 趣 的 数论 问题 ， 黄 定 了 证 希腊 数论 的 纵 
。 比 如 ， 他 们 引入 并 研究 了 三 角形 数 、 正 方形 数 等 与 图 形 相 关 的 所 谓 “ 形 数 ” ; 他 
门 对 自然 数 的 可 除 性 问题 进行 了 深入 的 研究 。 通 过 研究 ， 他 们 把 自然 数 划分 为 若干 类 ， 
如 我 们 不 陌生 的 奇数 与 偶数 的 划分 ， 以 及 素数 与 合 数 的 划分 。 此 外 ， 他 们 还 做 出 过 更 
为 奇特 的 划分 ， 并 从 中 发 现 了 一 些 有 趣 的 数 ， 如 杀 和 数 、 完 全 数 等 。 
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比 外 ， 他 们 还 对 与 勾 股 定理 密切 相关 的 色 股 数 进行 了 研究 。 我 们 所 熟悉 的 勾 股 
定理 是 ， 在 一 个 直角 三 角形 中 ， 斜 边 的 平方 等 于 两 直角 边 的 平方 之 和 。 设 x、y 为 两 
直角 边 的 长 ，z 为 斜 边 的 长 ， 那 么 这 一 定理 可 用 数学 符号 表示 为 x* +y =z 。 而 所 请 
勾 股 数 (或 称 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ) 是 指 三 个 恰好 满足 这 一 不 定 方程 的 正 整数 组 合 ， 比 
如 (3, 4, 5)、(5, 12, 13) 等 。 如 何 找到 更 多 的 三 元 组 ?上 毕 达 哥 拉 斯 学 派对 此 进行 研究 
时 ， 感 兴趣 的 不 是 给 出 个 别 的 勾 股 数 ， 而 是 想 找到 产生 许多 勾 股 数 的 公式 。 他 们 获得 























































































































































































































































































































了 施 分 成 功 ， 他 们 发现 如 果 是 一 个 奇 自然数 , 则 全 于 | -| +m?， 因 此 





















































2 2 
2 路 如 果 奇 数 m= 2n+1， 我 们 可 以 得 到 一 个 等 价 的 
区 式 ， 即 (2n? +2n+])? =(2n? +2n)* +(2n+1)*。 通 过 后 面 这 一 形式 可 以 看 出 ， 这 一 公 













































































式 只 能 产生 斜 边 与 一 个 直角 边 差 是 1 的 勾 股 数 解 。 












































约 公 元 前 380 年 ， 古 希腊 著名 哲学 家 柏拉图 设计 出 男 一 公式 : (m? +1) =(m 一 1) + 















































(2m)”， 其 中 m 为 任意 的 自然 数 。 这 一 公式 的 特点 是 斜 边 与 长 直角 边 的 差 为 2, 但 它 也 


不 能 给 出 所 有 的 勾 股 数 。 那 么 ， 是否 有 一 种 公式 能 产生 全 部 勾 股 数 呢 ? 




















































































































可 以 证 明 , 设 m 和 nn 是 两 个 正 整 数 ，m 大 于 n,m、n 互 素 且 奇偶 性 不 同 ， 那 么 
+ 有 天、 了 一 rr、2mn 就 可 以 给 出 全 部 基本 勾 股 数 。 至 于 基本 勾 股 数 ， 是 指 三 个 数 
互 素 。 显 然 ， 在 基本 勾 股 数 的 基础 上 ， 同 乘 以 一 个 相同 的 倍数 ， 就 可 以 得 出 所 有 和 勾 股 
数 了 。 
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在 我 国 ， 能 产生 全 部 基本 勾 股 数 的 法 则 最 早出 现在 《 九 章 算术 》 一 书 “ 勾 股 ” 一 
章 中 。 在 印度 ， 数 学 家 婆罗 摩 笈多 在 公元 628 年 左右 写成 的 重要 著作 《 流 罗 摩 修 正体 


系 》 中 ， 也 明确 给 出 了 上 述 勾 股 数 公式 。 









































































































































证 








而 在 西方 ， 最 先 掌握 这 一 法 则 的 数学 家 是 证 希 腊 的 丢 番 图 。 














丢 番 图 与 数论 
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在 第 一 章 中 ， 我 们 已 经 介绍 过 丢 希 图 及 他 在 代数 学 方面 的 贡献 。 他 在 代数 学 发 
上 做 出 的 贡献 使 他 赢得 了 “代数 学 之 父 ” 的 称号 。 除 此 之 外 ， 丢 番 图 在 数论 方面 取得 
的 突出 成 就 也 对 后 代 产 生 了 巨大 影响 。 事 实 上 ， 他 划时代 的 《算术 》 一 书 虽 包 含 了 
数 内 容 ， 具 有 代数 学 的 特征 ， 但 更 是 一 本 数论 著作 。 这 书 除了 第 一 卷 外 ， 其 余 的 问题 
几乎 都 是 考虑 未 知 数 比方 程 数 还 多 的 问题 ， 我 们 把 这 种 间 题 叫 不 定 方程 。 为 了 纪念 丢 
各 图 ， 现 在 通常 把 这 类 方程 叫 丢 番 图 方程 ， 求 解 不 定 方程 则 被 称 为 丢 番 图 分 析 ， 市 
求解 不 定 方程 发 展 起 来 的 当代 两 大 先进 手段 也 被 称 为 丢 番 图 逼近 和 丢 希 图 几何 。 
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勾 股 方程 可 谓 最 古老 的 不 定 方程 ， 对 于 这 一 不 定 方程 的 全 部 解法 ， 丢 番 图 是 了 解 
的 ， 在 他 的 名 闭 《 算 术 》 















































只 是 没有 明显 表达 出 来 。 
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在 体现 作者 天 才 的 《算术 》 一 书 中 ， 丢 番 图 给 出 了 部 分 数论 命题 ， 如 形 为 8n+7 
的 整数 不 能 表示 为 三 个 平方 数 之 和 等 。 但 他 更 多 的 是 研究 诸如 “ 求 两 个 平方 数 ， 使 其 
和 是 一 个 立方 数 ”( 第 四 卷 第 3 题 ) 之 类 的 问题 。 他 感 兴趣 的 是 正在 


的 丢 番 图 方程 研究 各 有 差别 ， 现 在 一 般 只 考虑 整数 解 。 
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作为 一 位 有 高 超 技巧 的 解 题 能 手 ， 丢 番 图 在 多 方面 显示 出 惊人 的 壹 智和 独创 性 。 
他 关于 不 定 方程 的 一 些 巧妙 解答 ， 往 往 使 人 眼花 综 乱 、 吧 为 观 止 。 































































































然而 ， 他 生活 于 希腊 数学 的 晚期 ， 伟 大 的 古 希 腊 数 学 在 他 之 后 不 久 就 落下 了 惧 幕 ， 
随 之 西方 数学 步 入 停滞 不 前 甚至 倒退 的 黑暗 时 代 。 因 此 ， 他 的 思想 很 快 潭 没 了 ， 很 长 
的 时 期 里 都 没有 对 数学 产生 大 的 影响 ， 甚 至 他 的 巨著 也 成 了 残 本 。 然 而 经 过 漫长 的 
1000 多 年 的 等 待 后 ， 他 的 巨著 终于 在 15 世纪 被 重新 发 据 。 圳 达 在 其 基础 上 把 代数 学 
推进 了 一 大 步 ， 而 另外 一 些 数学 家 则 从 中 看 到 了 美妙 的 数论 。 于 是 ， 丢 番 图 及 其 《 魏 
术 》 成 为 许多 大 数学 家 研究 数论 的 出 发 点 ， 并 为 这 些 数 学 家 的 洞察 力 和 灵感 提供 了 无 
尽 的 源 果 。 
























































































































































































































































































































































毕 达 哥 拉 斯 及 其 学 派 埋 下 了 西方 数论 的 种 子 。 随 后 欧 几 里 得 在 《几何 
原本 》 中 发 展 了 它 〈 在 后 面 的 章节 中 我 们 将 会 介绍 )， 再 之 后 是 天 才 的 丢 寻 
到 以 及 他 的 巨著 《算术 》 问 志 。 然 而 ， 其 后 西方 数学 (包括 数论 ) 陷入 停滞 
不 前 的 状态 。1000 多 年 后 ， 当 层 番 图 的 六 卷 残 存 本 出 现在 他 和 刁 后 知音 费 马 
的 书桌 上 时 ， 一切 都 改变 了 
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出 谜 考 : 业余 数学 家 之 王 费 马 



































费 马 ，1601 年 8 月 出 生 在 法 国 图 户 兹 一 个 富有 的 皮革 商人 家 中 ， 逝 志 
于 1665 年 1 月 。 







































































费 马 最 初 的 职业 是 律师 ，1631 年 被 任命 为 图 
和 接待 室 的 一 名 顾问 。 如 果 本 地 人 有 任何 事情 要 呈请 国王 ， 他 们 必须 首 了 
使 费 马 或 他 的 一 名 助手 相信 他 们 的 请 求 的 重要 性 。 作 为 顾问 的 费 马 提供 了 
本 省 和 巴黎 之 间 极 重要 的 联系 。 除 了 在 本 地 和 国王 之 间 起 联络 作用 之 外 ， 
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他 担任 的 这 一 职务 还 要 保证 发 自首 都 的 国王 命令 得 以 在 本 地 区 执行 。 费 马 另外 的 职务 
包括 在 司法 部 门 的 工作 ， 后 来 他 还 当 过 图 卢 兹 最 高 法 院 的 大 法 官 。 资 深 的 他 足以 处 理 
最 困难 的 案件 。 根 据 各 种 流传 的 说 法 ， 费 马 是 一 位 称职 的 文职 官员 。 



























































































































































令 费 马 本 人 深 感 笠 运 的 是 ， 他 担任 的 职务 使 他 可 以 孤立 于 图 卢 效 社 交界 ， 从 而 为 
他 提供 足够 的 闲暇 时 间 ， 因 为 任 此 职务 的 人 要 回避 社交 活动 ， 以 防止 腐败 。 于 是 ， 这 
个 个 性 淡泊 的 人 度 过 了 没有 任何 传奇 经 历 的 平静 一 生 ， 并 在 业余 时 间 专 心 致 六 于 自己 


爱好 的 数学 ， 最 终 谱 写 出 了 数学 史上 最 美妙 的 故事 之 一 。 



























































































































































费 马 在 年 近 三 十 时 才 开 始 认真 研究 数学 ， 并 且 只 是 利用 业余 时 间 从 事 这 种 研究 。 
然而 这 并 不 妨碍 他 在 数学 上 取得 累累 硕果 。 他 在 几何 学 、 概 率 论 、 微 积分 和 数论 等 众 


多 数学 领域 都留 下 了 自己 的 足迹 。 





























































































































和 笛 卡 儿 同 时 或 比 笛 卡 儿 早 ， 费 马 得 到 了 解析 几何 的 要 则 ， 因 而 与 稍 卡 儿 分 享 着 
创立 解析 几何 的 荣誉 ; 他 与 帕斯卡 在 一 段 有 趣 的 通信 中 一 起 葛 定 了 古典 概率 论 的 基础 ， 
因而 与 由 斯 卡 被 公认 为 概率 论 的 创始 人 ; 他 提出 光学 的 “ 费 马 原理 "， 给 后 来 变 分 法 的 
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启示 ; 他 是 创建 微 积 分 学 的 杰出 
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于 何人 ， 即 便 只 是 完成 了 上 述 工作 中 的 某 一 项 ， 就 足以 在 数学 史上 留 下 不 朽 名 声 ， 
更 不 用 说 能 同时 拥有 这 众多 成 果 了 。 然 而 ， 费 马 的 成 就 疝 不 止 于 此 ， 他 将 更 多 的 时 间 


与 精力 奉献 给 了 自己 最 喜爱 的 数论 。 



























































































































































费 马 对 数论 的 兴趣 正 是 由 丢 鲜 图 的 名 闭 激 发 起 来 的 。1621 年 ， 巴 谢 校订 注释 的 
《算术 》 希 腊 一 拉丁 文 对 照 译 本 在 法 国 出 版 。 费 马 买 了 一 本 ， 并 被 其 中 的 数论 问题 深 深 
吸引 住 了 。 这 本 书 成 了 他 的 课本 ， 值 得 庆幸 的 是 ， 这 版 书 留 有 宽大 的 页 边 空 白 ， 于 是 
这 书 同时 成 了 费 马 的 笔记 本 。 在 研究 丢 矢 图 的 问题 和 解答 时 ， 他 会 受到 激励 去 思考 和 
解决 一 些 其 他 相关 的 、 更 微妙 的 间 题 ， 然 后 他 会 草草 在 这 些 页 边 空白 上 以 评注 的 方式 
与 下 





























































































































































































































































































































己 的 研究 心得 。 
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让 现代 人 有 些 难以 理解 的 是 ， 费 马 的 数学 成 果 在 其 生前 几乎 都 没有 公开 发 表 。 事 
实 上 ， 他 只 是 把 自己 的 研究 写 在 书 的 页 边 上 ， 或 者 把 自己 的 成 果 按 照 当 时 流行 的 风气 ， 
以 书信 的 形式 向 一 些 有 学 问 的 朋友 报告 。 原 因 在 于 ， 费 马 是 被 “发 现 新 的 数学 奥秘 ” 
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这 类 强烈 的 念头 所 驱使 的 。 研 究 数学 于 他 而 言 是 一 种 消 导 ， 纯 粹 是 出 于 他 对 数学 的 爱 
能 够 得 到 新 的 未 被 他 人 触及 的 结果 时 ， 他 会 获得 真正 的 愉悦 与 自我 满足 。 
因而 公开 发 表 和 被 人 们 承认 对 他 而 言 没 有 多 大 意义 。 有 意思 的 是 ， 这 位 纺 黑 的 天 才 有 
时 喜好 捉弄 人 ， 他 经 常 在 信 中 向 其 他 数学 家 发 出 挑战 ， 要 求 他 们 证 明 自 己 发 现 的 某 些 
数学 结果 。 有 一 次 费 马 向 英国 数学 家 们 提出 过 一 个 问题 : 证 明 方程 六 +2=x 仪 有 一 组 
正 整数 解 3, 53)。 关 于 这 个 问题 ， 他 在 一 个 注 记 中 说 ， 要 找 有 理 分 数 解 是 不 难 的 ， 但 是 


他 已 经 发 现 一 个 新 颖 的 方法 ， 有 了 它 ， 他 能 求 该 问题 的 正 整数 解 。 
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于 是 ， 当 费 马 去 世 时 ,他 的 研究 成 果 散 沙 在 旧 纸 堆 里 ,或 书页 的 空白 处 ,或 给 朋 
友 的 书信 中 ， 面 临 着 失传 的 人 危险。 幸亏 他 的 长 子 意识 到 父亲 业余 爱好 所 具有 的 重要 意 
义 ， 决心 不 让 世界 失去 父亲 的 发 现 。 他 先是 花 了 5 年 时 间 收 集 他 父亲 的 注 记 和 信件 ， 
检查 他 那 本 《算术 》 书 的 页 边 空白 处 草草 写 下 的 字迹 。 最 后 他 将 ; 
的 一 种 特殊 版 本 中 发 表 。1670 年 ,他 出 版 了 《 附 有 P. 德 * 费 马 的 评注 的 丢 番 图 的 算 
术 》 其 中 包括 费 马 所 做 的 48 个 评注 。1679 年 ， 他 又 整理 出 版 了 费 马 的 第 二 卷 著 作 ， 
在 这 一 卷 中 包括 抛物 形 求 面积 法 、 极 大 极 小 及 重心 的 论述 、 各 类 问题 的 解答 ， 这 些 内 
容 后 来 成 为 微 积分 的 一 部 分 。 费 马 的 研究 成 果 终 于 在 他 去 世 后 得 以 流传 。 这 些 研究 成 
果 极 天 地 丰富 了 17 世纪 的 数学 宝库 ， 直 接 推 动 了 后 来 数学 的 发 展 。 
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在 他 的 所 有 贡献 中 ， 数 论 方面 的 工作 最 能 显示 出 他 的 才华 并 且 对 后 人 影响 最 大 。 
在 他 之 前 ， 数 论 大 体 上 是 一 些 问题 的 汇集 。 是 费 马 振兴 了 数论 的 研究 ， 提 出 了 为 数 可 
观 的 数论 定理 ， 并 在 数论 中 引入 一 般 的 方法 和 普遍 的 原理 ， 从 而 把 数论 引 上 了 近代 的 
轨道 。 可 以 说 ， 正 是 他 系统 化 数论 后 ， 数 论 才 真 正 开始 成 为 一 门 数学 分 支 。 费 马 也 因 
黄 定 近代 数论 的 基础 ， 而 被 当之无愧 地 称 为 “近代 数论 之 父 ”。 作 为 数论 发 展 史 上 一 个 
承 先 启 后 的 人 物 ， 在 高 斯 名 着 《算术 研究 》 出 版 之 前 ， 数 论 的 发 展 始终 是 跟 费 马 的 推 
动 联系 在 一 起 的 。 如 数学 史家 BE. T 贝尔 在 《数学 精英 》 中 所 评价 的 :“ 费 马 是 一 个 第 

流 的 数学 家 、 一 个 无 可 指摘 的 诚实 的 人 、 一 个 历史 上 无 与 伦比 的 算术 学 家 。” 




























































































































































































































































































ub 





















































然而 ， 不 笠 的 是 ， 费 马 往 往 写 下 一 些 必 要 的 东西 证 明 他 已 明白 问题 的 解法 ， 然 后 













































































就 不 再 费 神 写 出 证 明 的 剩余 部 分 。 于 是 ， 在 后 人 看 到 的 注 记 中 ， 他 对 自己 提出 的 结果 













































































或 者 根本 没有 任何 解释 ， 或 者 仅仅 给 出 对 背后 证 明 的 一 点 点 提示 。 这 意味 着 ， 在 数 等 





































































































ANS 


节 就 作为 




















界 重 新 发 现 他 的 证 明之 前 ， 他 的 每 一 个 评注 只 能 被 当 作 猜想。 而 补 全 所 有 
一 种 挑战 留 给 后 来 的 数学 家 。 接 受 这 一 挑 战 的 是 另 一 位 数学 巨人 : 欧 拉 。 
















































































欧 拉 (1707 一 1783 )，18 世纪 数学 界 的 中 心 人 物 。 在 整个 数学 史上 ， 他 也 是 屈指 可 
数 的 顶尖 数学 家 之 一 。 人 们 一 般 把 他 与 阿 基 米 德 、 牛 顿 、 高 斯 并 列 为 数学 史上 最 伟大 
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的 4 位 数学 家 。 数 学 家 纽曼 在 1956 年 称 他 是 “数学 家 之 英雄 ”。 
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1707 年 ， 欧 拉 出 生 在 瑞士 的 巴塞 尔 。 他 的 父亲 曾 希 望 他 学 习 神学 ， 因 此 欧 拉 13 
岁 时 考 入 巴塞 尔 大 学 神学 院 。 但 欧 拉 的 兴趣 广泛 ， 对 哲学 、 天 文学 、 诗 歌 等 都 有 所 涉 
猪 ， 在 数学 方面 更 是 很 早 就 表现 出 过 人 的 天 赋 。 在 名 师 指点 下 ，19 岁 的 欧 拉 便 开始 发 
表 高 质量 的 数学 论文 并 获得 了 法 国 科学 院 的 奖 4 



































































































































































































































区 











1727 年 ， 欧 拉 成 为 俄国 圣彼得堡 科学 院 的 成 员 。1741 年 ， 欧 拉 应 腓 特 烈 大 帝 的 邀 
请 ， 成 为 柏林 科学 院 院 士 。 俄 国 叶 卡 捷 琳 娜 二 世 在 位 期 间 ， 欧 拉 应 邀 重新 返回 圣 彼 得 

在 俄国 。1783 年 9 月 18 日 ， 欧 拉 与 朋友 们 吃饭 。 那 天 天 王 星 刚 发 
现 不 久 ， 欧 拉 写 出 计算 天 王 星 轨道 的 要 领 ， 还 和 自己 的 孙子 逗 笑 。 喝 完 茶 后 ， 突 然 疾 
病 发 作 ， 烟 斗 从 他 手中 落下 ， 他 口 里 喃 喃 自 语 “我 死 了 ……: ”， 就 这 样 停止 了 呼吸 ， 终 
止 了 计算 和 生命 ， 终 
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欧 拉 有 着 超人 般 的 记忆 力 ， 他 不 但 能 够 记 住 前 100 个 素数 ， 而 且 还 能 记 住所 有 这 
些 素数 的 平方 、 立 方 ， 甚 至 四 次 方 、 五 次 方 和 六 次 方 。 他 还 可 以 进行 复杂 的 心算 。 如 
法 国 物 理学 家 阿拉 戈 说 的 :“ 欧 拉 计 算 时 似乎 毫 不 费力 ， 就 像 人 在 呼吸 ,或 鹰 在 德 翔 一 
样 轻松 。” 在 完全 失明 后 ， 欧 拉 的 记忆 力 对 他 后 期 的 研究 起 到 了 重要 作用 。 











































































































































































































除 过 人 的 天 赋 外 ， 欧 拉 还 有 坚强 的 意志 力 。18 世纪 30 年 代 中 期 ， 欧 拉 的 右 眼 
始 失明 。1771 年 ， 欧 拉 的 另 一 只 眼 也 失明 了 。 当 数学 界 认 为 欧 拉 将 要 悲惨 地 结束 自己 
的 数学 研究 生涯 时 ， 欧 拉 却 仍然 不 届 不 挠 地 进行 着 自己 的 研究 ， 疝 他 的 助手 口授 他 奇 
妙 的 方程 和 公式 ， 在 助手 的 帮助 下 ， 继 续 从 事 数 学 若 述 。 正 如 失聪 没有 阻止 贝多 芬 的 
音乐 创作 一 样 ， 失 明 也 同样 没有 阻止 欧 拉 的 数学 探索 。 在 漫长 的 数学 研究 中 ， 欧 拉 的 
遗产 是 无 与 伦比 的 。 他 的 著作 数量 极 多 ， 产 出 速度 极 快 ， 甚 至 在 他 完全 失明 以 后 也 是 
如 此 。 他 博大 精深 和 空前 丰富 的 著述 令 人 叹为观止 。 































































































































































































































































































据 统计 ， 这 位 迄今 为 止 最 多 产 的 数学 大 师 ( 男 一 位 在 多 产 方面 可 与 他 相提并论 的 
数学 家 是 埃 尔 德 什 ， 我 们 将 在 下 一 章 中 提 到 ) 一 生发 表 论 文 共计 856 篇 ， 专 著 31 
部 。 在 这 众多 闭 作 中 ， 既 有 难度 很 高 的 专车 ， 也 有 写 给 初级 者 的 读物 。 非 常 值得 一 提 
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的 是 ， 欧 拉 所 有 著作 的 论述 都 非常 清楚 、 











并 且 他 所 选 









































3 懂 ， 六 


] 的 数学 符号 ， 都 是 为 了 
























































将 他 的 意思 表达 得 更 加 清晰 明了 ， 因 而 许多 
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和 cos (1748 年 )、tan (1753 年 )、Ax(1755 年 )、 寻 


f(x) 表示 函数 (1734 年 


























入 








中 









































欧 拉 引入 的 数学 符号 成 为 数 入 











的 通用 















































竺 号 ， 例 如 r (1736 年 )、 虚 数 单位 i(1777 年 )、 表 示 自 然 对 














在 欧 拉 极 为 广泛 的 涉猎 中 ， 数 论 也 是 其 极为 重视 并 做 出 辉 











数 底 的 e(1748 年 )、sin 








长 示 求 和 的 符号 之 (1755 年 )、 


煌 贡献 的 领域 。 












































欧 拉 最 初 对 数论 并 没有 太 留 意 。 他 对 数论 的 兴趣 是 由 哥 德 





























这 位 现在 以 哥 德 巴赫 猜想 闻名 的 人 物 早 年 学 习 法 学 ， 





























, 赫 引 发 的 。 哥 德 巴 






































1710 年 游历 欧洲 ， 结 识 数学 家 莱 布 尼 孩 


学 院 会 议 秘书 兼 数学 教授 。1727 年 ， 他 到 莫斯科 














年 起 担任 外 交 部 公使 。 自 1729 年 起 ， 他 与 欧 拉 进 和 
数论 问题 深 深 吸引 ， 尤 其 是 费 马 提出 的 











欧 拉 。 不 久 后 ， 
















































































后 来 在 大 学 中 攻读 医学 和 数学 ， 























、 伯 努 利 等 人 ，1725 年 移居 俄国 ， 任 彼得 堡 
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当 上 沙 旦 投 得 二 世 的 家 庭 老师 ， 















































能 却 不 足以 赶 上 他 的 热情 ， 于 是 在 与 欧 ] 























那些 美妙 的 却 没 有 证 有 











了 了 长 期 的 











书信 交 往 。 哥 德 巴赫 曾 被 




















j 的 结论 。 不 过 ， 他 的 才 
































拉 的 通信 

















? 他 有 关 费 马刀 






































台 党 试 证 明 费 马 那 些 精妙 的 评注 。 事 实 








欧 拉 就 被 数论 ， 特 别 是 





费 马 一 系列 未 








证 明 的 猜想 告诉 























E 明 的 猜想 深 深 迷 住 了 ,他 
EF， 在 欧 拉 有 关 数 论 的 著作 中 ， 有 相当 一 部 分 
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在 欧 拉 的 努力 下 ， 数 论 又 有 了 进 





旨 在 证 明 费 马 的 猜想 。 






























































数论 教科 : 








步 发 展 。 其 后 ， 数 学 家 拉 格 朗 日 与 勒 让 德 又 都 























沿 着 欧 拉 的 工作 路 线 前 进 ， 在 数论 方面 做 出 了 




















贡献 。 勒 让 德 还 在 1798 锯 























FE 出 版 了 第 一 部 








一 一 《数论 》， 后 经 多 次 修订 



































更 大 步子 的 则 是 德国 的 伟大 数学 家 : 高 斯 。 








补充 ， 完 








亚丁 1830 妆 

















! 近 出 











FE。 但 在 数论 研究 
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高 斯 (1777 一 1855 )， 数 学 史上 最 伟大 的 数学 家 之 一 。 他 有 关 非 凡 的 数学 天 赋 ， 有 
两 个 有 关 他 的 广 为 流 传 的 故事 可 以 证 明 这 一 点 。 
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据说 ， 高 斯 不 满 3 岁 时 ， 有 一 天 ， 他 父亲 念 念 归 明 地 结算 他 管辖 的 几 个 工人 的 周 


















































新 ， 突 然 ， 小 高 斯 打 断 他 说 ， 和 爸爸 ， 你 算 错 了 ， 应 该 是 …… 老 高 斯 再 用 纸 和 笔 核 对 了 





















































一 下 ,发现 自 己 的 确 错 了 ， 孩 子 的 答案 是 对 的 。 而 那 时 谁 也 没 教 过 高 斯 算术 。 男 一 个 
故事 更 为 人 所 熟知 。 在 他 7 岁 的 时 候 ， 老 师 让 学 生 从 1 开始 一 直 加 到 100。 当 其 他 和 孩 











































































































子 还 在 费力 地 一 个 数 一 个 数 相 加 时 ， 高 斯 已 很 快 在 他 的 小 石板 上 写 出 答案 ， 放 到 了 老 





















































币 的 大 讲 笔 上 。 最 后 ， 老 师 检查 学 生 的 结果 ， 发 现 大 多 数学 生 的 答案 都 是 错 的 ， 而 交 
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卷 最 快 的 高 斯 的 答案 却 是 准确 的 。 









































后 来 领地 的 公事 听 说 自己 领地 上 出 了 这 么 一 个 聪明 好 学 的 孩子 ， 就 资助 高 斯 进 



































步 学 习 。 于 是 ， 不 满 15 岁 的 高 斯 得 以 进入 卡 罗 琳 学 院 学 习 















































的 高 斯 离开 故乡 到 哥 廷 根 大 学 学 习 。1796 年 3 月 30 日 ， 他 用 

































































。1795 年 10 月 ，18 岁 
罚 规 与 直 尺 作出 了 正 十 






































七 边 形 。 这 一 成 功 为 他 赢得 了 巨大 的 汞 誉 ， 同 时 也 确定 了 他 


之 前 ， 高 斯 曾 在 研究 数学 还 是 研究 语言 学 方面 徘徊 过 。 这 一 巨大 成 功 






















































































决定 把 数学 作为 自己 终生 的 事业 。 甚 至 他 还 希望 在 自己 的 莫 碑 上 刻 上 一 个 正 























生 的 研究 方向 。 在 此 








于 他 非常 兴奋 ， 















































多， 以 纪念 他 姓 

















lt 



































轻 时 的 这 项 重要 发 现 。 高 斯 的 希望 因 各 种 原因 未 能 实现 ， 但 在 他 的 
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E 十 心 过 












































闽 上 的 的 确 确 刻 上 了 正 十 七 边 形 ， 算 是 区 








家 乡 不 伦 瑞 区 ， 为 他 竖立 的 纪念 


愿 。 而 1989 年 第 30 届 国 际 数学 竞赛 在 哥 廷 根 大 学 举行 时 ， 












































也 特意 设计 了 了 


了 他 





Ek 
































1799 年 ， 高 斯 以 大 学 毕业 论文 证 明了 数学 中 的 代数 基本 定理 ， 并 因此 赢得 












































数学 之 父 ” 的 称号 。1801 年 ， 高 斯 出 版 了 数学 经 典 闭 作 《 算术 人 研究 》。 




















的 遗 





1855 年 2 月 23 日 ， 高 斯 在 哥 廷 根 天 文人 台 的 住所 逝世 。 在 他 逝世 后 ， 汉 诸 威 王 命 









































= 


令 为 他 铸 一 个 纪念 奖章 。 汉 族 威 著名 的 雕刻 家 和 奖章 人 






































毫米 的 奖章 ， 上 面 刻 着 : 汉诺威 王 乔 治 V. 献 给 数学 之 王 。 

























































































外 的 高 度 按 某 种 观点 掌握 星空 和 深奥 数学 的 天 才 ”， 其 无 与 伦比 的 数学 天 赋 和 






































是 以 后 ， 高 斯 便 以 “数学 之 二 ”著称 。 对 后 人 来 说 ， 这 位 被 誉 为 “能 从 九 
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年 者 布雷 … 默 尔 做 成 了 一 枚 70 


雷 云 
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深 感 敬畏 。 美 国 数学 家 G. 上 塞 蒙 斯 曾 评价 说 :“ 这 就 是 高 斯 ， 










































































[Ry 
tt 
| 
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E 一 种 离奇 的 感觉 ， 以 为 他 是 “上 界 天 人 "”。 





个 至 高 无 上 的 数学 家 ， 


他 在 那么 多 方面 的 成 就 超过 一 个 普通 的 天 才 人 物 所 能 达到 的 水 平 ， 以 致 我 们 有 时 会 7 






































在 高 斯 一 生 涉及 的 众多 研究 领域 
























































所 说 :“ 数 学 是 科学 的 皇后 ， 而 算术 ”是 数学 的 皇后 。” 在 他 看 来 ， 数 学 在 科 仿 



































别 的 重要 地 位 ， 而 数论 又 在 数学 中 占有 特别 重要 的 地 位 。 高 凡 
































@ 数论 在 早期 称 为 算术 。 到 20 世纪 初 ， 才 开始 使 用 数论 的 名 称 。 


























， 数 论 是 他 的 最 爱 。 正 如 他 那 众所周知 的 名 襄 
' 占 有 特 
对 数论 的 贡献 体现 在 他 
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最 伟大 的 专 
在 的 定理 系统 化 并 加 以 推广 ， 





























《算术 人 研 允 















































巴 当 时 存 





























































































































图 方法 也 写 在 这 本 书 中 。 









































引进 了 一 些 新 方法 ， 如 同 
此 后 100 多 年 

说 ， 这 部 著作 是 数论 领 二 
现代 数论 的 基石 。 
























































上 这 部 著作 所 引出 的 思想 。 可 以 

















的 划时代 巨著 ， 它 为 数论 的 研究 迎 3 











折 纪 元 ， 奠 定 了 


第 三 节 
最 六 奥 的 数学 之 迹 


ENS 
































在 上 一 节 中 我 们 看 到 ， 欧 拉 对 费 马 的 论断 一 一 进行 研究 并 加 以 证 明 ， 
拉 格 度 日 和 勒 让 德 都 沿 着 欧 拉 的 工作 路 线 前 进 ， 而 高 斯 则 使 数论 成 为 统一 
里 论 。 然 而 ， 无 论 是 欧 拉 、 拉 格 朗 日 、 勒 让 德 ， 还 是 数学 之 干 高 斯 都 没 
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Ne 




















揭 开 由 费 马 留 下 的 一 个 最 深奥 的 数学 之 谜 。 



































数学 史上 最 拔 人 的 页 边 评 广 


























前 面 我 们 已 经 介绍 到 ， 以 研究 数论 为 消遣 的 费 马 在 购 得 一 本 丢 番 图 的 
《算术 》 后 ， 进 行 了 深入 研究， 并 把 自己 的 心得 以 评注 的 形式 写 在 书 的 页 边 












































































































































空白 处 。1670 年 ， 费 马 去 世 5 年 后 ， 他 的 儿子 将 这 些 页 边 评注 编 进 一 个 新 


















































的 《算术 》 版 本 中 出 版 。 几 十 年 后 ， 主 要 是 在 欧 拉 的 努力 下 ， 费 马 的 这 些 
评注 一 个 接 一 个 地 被 解决 了 ， 除 了 一 个 例外 。 


























约 在 1637 年 ， 费 马 读 到 了 《算术 》 第 2 卷 第 八 命题 “将 一 个 平方 数 分 















































为 两 个 平方 数 "， 灵 感 进 发 的 他 想到 了 一 个 更 一 般 的 问题 。 于 是 ， 他 在 这 题 





:241 . 


SN A > 


uy 
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DN 
上 
DD 























目的 旁边 空白 处 




















力 数 下 








拉丁 文 写 下 了 


次 需 分 为 两 个 四 次 震 ， 























段 具 有 历史 意义 的 文字 :“ 将 一 个 立方 数 分 为 两 个 立 





























或 者 总 的 来 说 ， 将 一 个 高 于 二 次 的 适 分 为 两 个 同 次 























的 敌 ， 这 是 不 可 能 的 。” 






































现代 符号 












































示 这 上 段 文 字 ， 即 不 定 方程 Xx"+y”=z”"(n>2 ) 没 


条 xyz 0 的 整数 解 。 这 就 是 费 马 问 题 ， 又 叫 费 马 猜想 。 我 国 较 普 这 












































有 正 整 数 解 ， 或 没 
地 称 为 费 马 大 定理 ， 以 与 费 马 的 另 
最 后 定理 



































结论 费 马 小 定理 区 分 。 而 在 国外 更 多 地 称 为 费 马 


(Fermat' s Last Theorem )， 或 简 记 为 FLT。 之 所 以 被 称 为 “最 后 ”和 定理 ， 是 















































因为 它 是 需要 被 证 明 





段 评注 文字 之 后 



































一 个 可 以 叙述 得 如 此 简单 和 清 肥 
屹立 在 数学 家 盏 












































可 能 的 地 


2 


























费 马 猜想 


汪 日 
AE , 














的 费 马 评注 中 的 最 后 一 个 。 











f 以 至 于 小 学 生 就 可 理解 的 问题 ， 后 来 却 成 了 雍 然 
前 的 一 座 珠穆朗玛 峰 ! 为 这 一 问题 增添 了 格外 光彩 的 是 ， 紧 接 上 而 一 
费 马 写 下 的 一 句 话 :“ 关 于 此 ， 我 确信 已 发 现 一 种 美妙 的 证 法 ， 可 展 
9 地 方太 小 ， 写 不 下 。” 人 们 也 曾 试图 寻 现 他 的 “美妙 的 证 法 ”， 但 找 饥 一 切 
找到 。 







































































































































































存在 吗 ? 


而 前 败 下 阵 习 











直到 1995 和 





E” 欧 拉 、“ 数 学 之 王 ” 高 斯 等 在 内 的 一 流 数 学 家 都 在 其 


于 是 ， 费 马 写 下 的 数学 史上 最 探 人 的 页 边 评 注 为 世人 留 下 了 两 个 不 解 之 迹 。 第 一 
成 立 吗 ? 这 个 谜 在 此 后 的 三 百 多 年 间 ， 困 惑 、 吸 引 、 难 倒 了 数 不 尽 
的 数学 家 ， 包 括 “ 数 学 家 之 英 胡 























































































































FE ， 这 个 比 哥 德 巴赫 猜想 更 悠久 、 更 有 名 的 难题 才 被 出 身 贡 


























起 





| 桥 的 数学 家 安 德 篆 ， 


























怀 尔 斯 攻克 了 。 在 后 面 的 章节 中 ， 我 们 将 介绍 人 们 揭 开 第 







































































F 程 。 这 呈 









































我 们 先 来 探讨 一 下 费 马 留 下 的 第 二 个 谜 : 他 的 美妙 证 法 真 的 























正如 贝尔 所 评价 的 ， 
历史 上 无 与 伦比 的 算 





走马 的 严谨 忠实 的 怕 





BB ‘ 
了 一 A 




















E 格 和 1 


个 第 一 流 的 数学 家 、 一 个 无 可 指摘 的 诚实 的 人 、 



























































: 当 费 马 宣称 他 可 以 证 明 4 

















的 定理 时 ， 他 知道 他 在 说 什么 。 事 3 

















| 所 
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| 
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FE 法， 后 来 也 就 找到 了 一 个 证 法 ， 差 不 多 他 的 所 有 明确 断言 都 是 如 此 。 




































































而 且 这 些 断 言 的 最 终 证 明 并 非 一 件 易 事 。 即 使 如 欧 拉 那 样 的 天 才 ， 证 明 费 马 的 某 些 绪 
论 也 是 一 项 很 艰难 的 工作 。 比 如 ， 费 马 在 1659 年 给 朋友 的 信 中 声称 自己 证 明了 有 关 素 
数 的 一 个 美妙 结果 : 每 个 形 如 4n+1 的 素数 都 是 两 个 平方 数 之 和 。 为 了 证 明 这 一 点 ， 欧 


拉 断 断 续 续 苦 思 了 7 年 ， 才 在 1749 年 得 到 证 明 的 方法 。 
































































































































ENS 















































当然 ， 大 师 也 会 有 失误 的 时 候 。 一 个 典型 也 许 是 唯一 的 例子 是 费 马 数 猜想 。1640 
年 ， 费 马 对 形 如 2” +1 的 数 进行 了 研究 。 他 发 现 当 n 取 0、1、2、3、4 时， 对 应 值 分 
别 为 3、5、17、257、65 537， 这 几 个 数 都 是 素数 。 于 是 ， 费 马 在 给 朋友 的 一 封 信 中 写 
道 :“ 我 已 经 发 现形 如 2”+1 的 数 永远 为 素数 。 很 久 以 前 ， 我 就 向 分 析 学 家 们 指出 这 个 
结论 是 正确 的 。” 费 马 同时 坦白 承认 ， 他 自己 未 能 找到 一 个 完全 的 证 明 。 对 费 马 所 下 
究 的 2” +1 这 种 形式 的 数 ， 后 来 人 们 称 为 费 马 数 ， 并 用 尸 表示 。 费 马 当 时 的 猜测 相当 
于 ， 所 有 费 马 数 都 一 定 是 素数 。1729 年 12 月 1 日 ， 哥 德 巴 赫 在 写 给 欧 拉 的 一 封 信 中 
问 道 :“ 费 马 认 为 所 有 形 如 22 +1 的 数 都 是 素数 ， 你 知道 这 个 问题 吗 ? 他 说 他 没 能 作出 
证 明 。 据 我 所 知 ， 也 没有 其 他 任何 人 对 这 个 问题 作出 过 证 明 。” 这 个 问题 吸引 了 欧 拉 。 
1732 年 ， 年 仅 25 岁 的 欧 拉 在 费 马 死 后 67 年 得 出 ,=641 x 6 700 417。 这 一 结果 意味 
着 Ff 是 一 个 合 数 ， 因 此 费 马 的 猜想 是 错 的 。 更 为 不 幸 的 是 ， 研 究 的 进展 表明 费 马 不 
但 是 错 的 ， 而 且 非 常 可 能 是 大 错 特 错 了 。 此 后 有 更 多 的 费 马 数 被 人 进行 了 研究 。 随 着 
电子 计算 机 的 发 展 ， 计 算 机 成 为 数学 家 研究 费 马 数 的 有 力 工 具 。 但 即使 如 此 ， 在 所 知 
的 费 马 数 中 ， 况 然 没 有 再 添加 一 个 费 马 素数 。 迄 今 为 止 ， 除 了 被 费 马 本 人 所 证 实 的 那 
5 个 费 马 素数 外 ， 没 有 再 发 现 一 个 ! 因此 ， 人 们 开始 狂想， 在 所 有 的 费 马 数 中 ， 除 了 
前 5 个 是 素数 外 ， 其 他 的 都 是 合 数 。 如 果 这 一 结论 被 证 实 ， 那 么 对 于 费 马 的 草率 猜想 
来 说 ， 臣 怕 不 会 有 更 为 糟糕 的 结局 了 。 顺 便 提 一 下 ， 费 马 数 在 数学 中 得 到 深入 广泛 的 
究 与 引 人 注 意 并 非 仅 由 费 马 的 失误 所 造成 的 戏剧 性 效果 引起 ， 更 重要 的 原因 来 自 伟 
大 数学 家 高 斯 的 一 项 杰出 发 现 。 我 们 已 提 到 ， 高 斯 在 19 岁 时 利用 尺 规 作出 了 正 十 七 边 

形 ， 迈 出 了 自 欧 几 里 得 以 来 正 多 边 形 尺 规 作 图 方面 的 重要 一 步 。 在 1801 年 的 《算术 研 

究 》 一 书 中 ， 高 斯 得 出 更 进一步 的 漂亮 结果 。 他 指出 ， 一 个 正 素 数 多 边 形 ， 只 有 当 是 
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费 马 素数 时 ， 才 能 


















































力 之 所 在 。 




















在 对 费 马 数 的 猜测 上 ， 费 马 这 位 作 





图 。 也 就 是 说 ， 就 目 
































j 尺 规 作 图 完成 的 正 素数 

















边 形 只 有 3、5、17、257、65 537。 就 这 样 ， 正 


结 在 一 起 了 ! 全 然 无 关 的 领域 竞 





能 以 出 人 意料 


























图 问题 与 费 马 数 极 其 密切 地 联 
， 这 正 是 数学 的 一 大 购 















































出 了 他 的 错误 猜测 。 但 如 果 想 到 ， 费 马 当 时 曾 承 认 EE 
































那么 费 马 的 这 次 失误 反而 更 好 地 六 






































人 














此 外 ， 费 马 确实 和 



































和 大 的 数论 3 








习 己 的 直觉 ， 轻 率 地 做 






































FE 实 了 他 可 靠 的 人 品 








证 明 出 自己 猜想 这 一 点 ， 






































广 法 在 机 














也 否定 结果 时 显得 拓 














为 了 证 明 不 存在 正 整 数 a, b, c,… 满 足 关 系 R(a, b, c,…)， 
此 假定 下 ,证 明 R(a, b, oc,…) 成 立 ， 其 


样 方式 证 明 R(a,, b,, Cc,,…) 成 立 ， 其 02 是 正 整 灼 


























4。 这 一 方法 六 










































































R(a, b, C， se 不 能 为 了 


但 只 有 有 限 个 正 整 数 小 了 





Fa， 这 是 不 可 


数 qa, b, c,… 所 满足 。 











为 了 说 明 费 马 的 无 穷 递 降 汶 






























































10 证 了 上 















































H 过 一 个 解决 数论 问题 的 美妙 方法 ， 即 费 马 无 穷 递 降 法 。 这 一 
6 如 下 。 














段 定 相反 情形 成 立 。 在 
是 a, <a。 接着， 可 以 用 同 
昌 a, <w， 如 此 下 去 以 至 无 穷 。 
能 的 。 于 是 引出 矛盾 ， 从 而 得 到 结论 : 关系 




































































， 我 们 考虑 




















委 定 相反 情形 成 立 ， 即 V2 -2， 其 


























简单 问题 : 证 明 V2 是 无 























于 V2+1= 








1 
YT 


但 1<V2 <2， 即 1< 忆 <2 ， 





























敌 。” 重 复 这 一 讨 程 ， 我 们 右 b 
a 的 正 整数 。 重 复 这 一 过 程 ， 我 们 有 V2 = 元 ,其 
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因此 a<b<2a。 于 



































\ b i = 
是 到 V2 = 也 ， 其 中 a 是 小 于 
1 



































可 以 无 限 重复 下 去 ,但 








FE 整 数 不 可 能 无 限 减 小 。 于 是 我 们 





于 w 的 正 整数 。 这 个 过 程 











有 a=b-a>0 且 a =b-a<a。 简 









































始 的 假定 是 错误 的 。 因 此 ， 

















V2 是 无 理 数 。 














资料 表明 ， 费 马 运 
































己 用 这 种 方法 成 功 证 
提 到 为 解决 这 一 问题 ， 

















还 证 明了 ， 边 长 为 整数 的 直角 





明了 ， 











这 种 方法 成 功 证 明了 许多 数论 命题 。 他 在 给 朋 




















友 的 信 中 声称 

















每 个 形 如 4n+1 的 素数 都 是 两 个 平方 数 之 





欧 拉 曾 断 断 续 续 花费 了 7 如 


E 时 





和 。 而 我 们 已 























司 。 特 别 是 ， 费 马 用 



























































和 形 的 面积 不 是 






































没有 正 整数 解 。 


























后 人 发 现 























EN 











了 吗 ? 








个 平 














一 结论 可 以 推出 x*+y*=z 没有 


正 整数 解 。 因 此 ， 























方 数 ， 即 不 定 方 程 1 


xy=u 
7 





人 们 认为 费 马 


















































般 情 形 的 费 马 大 定理 。 




















费 马 提出 的 无 穷 递 降 衫 


德 等 都 用 过 这 一 方法 。 但 所 





在 18 世纪 成 为 一 种 i 
































外 实证 明了 指数 n=4 时 的 费 马 大 定理 。 间 题 是 ， 








费 























马 证 明了 一 般 情形 的 费 马 大 定理 























证 明 数 论 问题 的 有 用 技巧 

















， 欧 拉 、 勒 让 
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普 的 是 ， 这 种 方法 














因此 ， 虽然 总 有 人 相信 费 马 “美妙 的 证 六 


























斯 ) 都 投了 费 马 的 反对 票 。 也 就 是 说 ， 人 们 普遍 相信 费 马 并 没有 真正 证 明 费 马 大 定理 ， 
或 者 更 可 能 的 是 ， 他 得 到 的 “美妙 的 证 法 ”正如 成 于 上 万 后 来 人 的 证 法 














虽然 对 某 些 指数 有 效 ， 但 


”的 存在 ， 但 更 多 









































的 人 (包括 伟大 的 高 








不 能 证 明 一 




































































误 的 证 法 。 关 键 的 一 点 是 ， 费 马 生 前 没有 想到 会 把 i 





























到 自己 的 想法 有 错 ， 他 































































































定 回 头 再 把 这 个 旁 注 





加 











边 上 的 寥寥 数 语 给 后 人 














给 数学 带 来 了 极 大 的 推动 。 









































一 样 三 一 个 错 















































XE 日 

这 些 旁 注 公 之 于 志 ， 因 此 即便 认识 
以 删改 了 。 就 这样 ， 颖 马 留 在 页 
“错误 的 喜剧 ” 


个 莫大 的 玩笑 。 我 们 将 看 到 ， 正 是 这 一 出 




















‘和 


如 蕊 
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第 四 节 
两 个 世纪 的 尝试 























费 马 问题 的 叙述 是 如 此 简单 易 懂 ,给 人 以 容易 证 明 的 假象 ， 加 上 费 马 
的 神秘 旁 注 ， 更 增添 了 其 魅力 。 于 是 在 其 提出 后 ， 无 数 受 其 吸引 的 数学 家 


和 业余 数学 爱好 者 致力 于 它 的 证 明 。 在 本 市 中 ， 我 们 介绍 一 下 对 这 一 问题 


















































































































































的 早期 探讨 。 





小 小 的 第 一 步 











TI 


我 们 先 对 要 证 明 的 费 马 大 定理 做 两 点 简化 工作 。 

































































首先 ， 在 这 一 方程 中 ， 若 其 中 两 个 数 有 公共 因子 ， 那 么 容易 推出 第 






















































































有 这 一 公共 因子 ， 因 此 方程 两 边 可 以 约 去 这 一 公共 因子 。 




































































具体 而 言 ， 如果)=d， 那 么 4d|z， 这 样 令 x = dr, y=qdy, z=dzl， 则 
+y"=2" 可 以 简化 为 w+y =z”， 其 中 %、y、z 两 两 互 质 。 后 者 有 人 解 ， 
则 原 方程 也 有 人 解 。 因 此 ， 我 们 可 以 假定 原 方程 中 三 个 未 知 数 x、y、z 两 两 
互 素 。 



































































































































其 次 ， 如 果 指 数 n 是 一 个 合 数 ， 即 n=lm (其 中 1 是 正 整数 )， 那 么 x”+y”=z” 


无 正 整 数 解 ， 则 x*+y”"=z" 也 必 无 正 整 数 解 。 因 为 xw*”+y”=z” 寿 有 正 整 数 解 ， 则 
















































































x +y” 二 了 和 即 (x')” +(y)” 三 (20" 这 意味 着 +y” 二 2 有 正 整 数 解 ， 5 其 无 正 


整数 解 矛 盾 。 
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对 于 一 个 大 于 2 的 整数 x ， 当 是 偶数 时 ， 必 为 4 的 倍数 或 为 某 个 素数 的 偶数 倍 ， 
当 守 是 奇数 时 ， 必 是 一 个 素数 六 的 倍数 ， 因 此 ,证 明 费 马 大 定理 实际 上 只 需 证 明 z=4 
与 n=p(p 为 素数 ) 时 没有 正 整数 解 ， 即 证 明 方程 六 + =z* 和 x*+y?=z”(p 为 素 
数 ) 没有 正 整数 解 就 可 以 了 。 


















































































































































上 面 已 经 提 到 ， 费 马 用 无 穷 递 降 法 已 经 证 明了 za=4 的 情形 ， 后 来 欧 拉 等 数学 家 又 
给 出 新 证 。 剩 余 的 问题 是 证 明 当 指数 是 奇 素数 时 ， 费 马 大 定理 成 立 。 后 来 历史 表明 ， 


这 是 非常 困难 的 ， 数 学 家 要 踏 上 的 是 一 条 漫长 而 艰难 的 征程 。 
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在 这 一 征程 中 ， 首 先 要 对 付 的 是 指数 为 3 的 情形 。 就 这 一 小 步 就 花费 了 一 百 多 年 
的 时 间 。 直 到 1753 年 8 月 4 日， 网 拉 写 信 给 哥 德 巴赫 ， 声称 他 已 证 明了 这 一 点 ,但 
在 信 中 没有 写 出 证 明 的 过 程 。1770 年 ， 在 《代数 学 入 门 》 一 书 中 ， 欧 拉 详 细 叙 述 ] 
其 证 明 ， 这 成 为 费 马 大 定理 素 指 数 研 究 中 最 早 公开 发 表 的 证 明 。 其 证 明 方法 建立 在 
无 穷 递 降 法 的 基础 之 上 ， 但 其 关键 之 处 用 到 了 形 如 a+bV-3 (其 中 w 为 整数 ) 的 
数 ， 特 别 是 这 类 数 的 唯一 因子 分 解 定理 ， 即 在 整数 中 成 立 的 唯一 因子 分 解 性 质 在 引入 
了 a+bV-3 这 类 新 数 后 仍然 成 立 。 欧 拉 运 气 很 好 ， 因 为 在 这 一 情形 中 唯一 因子 分 解 有 
实 是 成 立 的 ， 但 这 仅仅 是 一 种 巧合 。 后 来 人 们 知道 ， 对 于 形 如 a+bV-n 的 数 系 ， 唯 
因子 分 解 定理 并 不 总 成 立 。 比 如 ， 对 于 a+bV5 (其 中 4、5b 为 整数 ) 这 类 数 来 说 ,我 
门 有 6=2.3=(+w-5)4-\V-5) ， 唯 一 因子 分 解 定理 不 再 成 立 。 这 也 意味 着 ， 欧 拉 对 
n=3 的 证 明 方法 ， 不 能 推广 到 证 明 其 他 素 指数 。 






























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































在 欧 拉 之 后 ， 高 斯 又 对 指数 为 3 的 费 马 大 定理 给 出 一 种 严格 证 明 。 但 令 数学 家 们 
大 感 困 窖 的 是 ， 证 明 出 指数 为 3 的 情形 是 自费 马 大 定理 提出 之 后 一 百 多 年 里 ， 人 们 取 
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得 的 唯一 成 就 。 进 展 之 微 真是 令 人 起 气 。 终 于 ,在 19 世纪 初 ， 随 着 一 位 女士 登 上 数学 
舞台 ， 数 学 家 们 得 以 稍稍 摆脱 了 这 一 难堪 的 局 面 。 这 位 在 早期 尝试 解决 费 马 大 定理 


取得 小 突破 的 女性 叫 苏 菲 ， 热 尔 曼 。 
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闻 入 数学 王国 的 女性 : 热 尔 曼 
























































热 尔 曼 (1776 一 1831 ) 出 生 在 法 国 一 个 富裕 家 庭 。 在 法 国 大 革命 的 动荡 岁月 里 ， 



















































































于 无 法 出 门 ， 热 尔 曼 就 在 家 中 尽情 阅读 父亲 的 藏书 。 结 果 ，13 岁 的 她 被 一 本 介绍 数学 









































历史 的 书 吸 引 了 ， 等 别 是 书 中 介绍 到 的 阿 基 米 德 的 故事 深 深 打动 了 她 。 当 她 看 到 75 岁 
高 龄 的 老人 因 专 心 致 志 研 究 数学 图 形 ， 而 不 幸 死 于 罗马 士兵 之 手 时 ， 她 无 比 震 尺 。 她 
相信 数学 中 必定 有 着 无 穷 的 魅力 。 由 此 ， 她 迈进 了 数学 王国 ， 开 始 潜心 钙 研 起 数学 。 
学 的 热情 达到 了 夜以继日 、 废 寝 忘 食 的 程度 。 父 母 开始 担心 她 的 健康 ， 
最 后 强迫 她 晚上 早 睡 。 为 了 防止 她 夜间 偷偷 起 来 看 书 ， 晚 上 故意 不 给 她 烧 壁 炉 的 木皮 ， 
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还 拿 走 了 她 的 所 有 外 衣 。 然 而 ， 热 尔 曼 探索 数学 的 决心 和 渴望 没有 停止 。 为 了 知 开 父 






































母 的 约束 ， 她 把 蜡烛 藏 在 秘密 的 地 方 。 到 了 晚上 ， 她 会 用 税 子 把 自己 奏 起 来 保暖 ， 
进 她 父亲 的 书房 去 找 书 。 最终， 她 对 学 习 的 渴望 战胜 了 她 父母 的 固执 ,被 感动 的 父母 












































































































































让 步 了 。 就 这 样 ，18 岁 之 前 通过 自学 ， 热 尔 曼 在 代数 、 几 何 和 微 积分 方面 都 打下 了 牢 

























































































司 的 基础 。 为 了 进一步 提高 ， 她 需要 到 其 他 地 方 去 寻求 知识 。 








当时 ， 巴 黎 综 合 ] 了 















































热 尔 曼 
[L 科 学校 刚 建立 ， 有 许多 一 流 的 法 国 数 学 家 在 那里 授课 。 热 尔 曼 
























































渴望 进入 这 所 















































学 校 ， 但 这 所 学 校 像 当 时 其 他 学 校 一 样 拒 收 女生 。 和 失望 但 不 放弃 的 热 尔 






































曼 选 择 了 一 些 





自己 感 兴趣 的 课程 ， 然 后 从 朋友 们 那 
篇 自己 结合 这 门 课 程 所 做 工作 的 论文 ， 递 交 论 





里 借 来 听课 笔记 

















学。 她 对 拉 格 朗 







































































日 的 分 析 学 课程 特别 着 迷 ， 并 递交 J 


























文 时 她 使 用 








当时 已 放弃 学 ， 






































的 优秀 工作 。 



































/的 一 个 男生 勒 布朗 的 名 字 。 拉 格 朗 日 很 欣赏 “ 勒 布朗 ” 


从 学 生 那 里 听 说 ， 勒 布朗 先生 其 实 是 一 位 年 轻 小 姐 后 ， 深 感 尺 讶 的 拉 




















1801 年 ， 
j 勤 布朗 的 化 
jL 封 信 后 ， 她 












































通信 。 


当 
格 朗 日 或 励 并 赞扬 了 热 尔 曼 的 














作 ， 而 




















昌 把 她 介绍 给 许多 法 国 数学 家 



































高 斯 的 《算术 硬 





究 》 出 








O 〇 























版 ， 热 尔 曼 认真 研读 了 这 部 名 


























著 。1804 年 ， 她 








名 给 高 斯 写 信 ， 和 希望 能 与 高 斯 交流 


















































己 对 这 部 名 车 所 得 到 的 一 些 想 法 。 














的 许多 敏锐 的 洞察 给 高 斯 留 下 了 深刻 印象 。 由 此 ， 两 人 进行 了 长 时 间 的 























1806 年 ， 












































法 国 入 侵 普鲁士 ， 法 国 




















E 队 占领 了 高 斯 居住 的 城市 汉诺威 。 听 到 这 一 消 









































/人 区、， 热 尔 曼 马 





上 想到 了 死 于 战争 的 阿 





















































家 执行 保护 高 





上 旦 秆 。 本 十 ， 


上 


























她 拜访 了 恰好 是 她 父 习 








斯 的 命令 ， 以 确保 这 位 数学 之 王 的 平安 。 当 从 特使 那 且 








米 德 ， 她 十 分 担心 阿 基 米 德 的 不 幸 会 在 高 斯 身 


朋友 的 法 军统 帅 。 受 感动 的 将 军 派 特 使 去 高 斯 









































了 听 到 保护 自己 的 
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是 “ 热 尔 曼 ” 时 ， 高 斯 被 这 个 完全 陌生 的 名 字 搞 糊涂 了 。 一 封 及 时 寄 到 的 信使 他 倍 然 
大 悟 。 在 这 封 信 中 ， 热 尔 曼 解释 了 自己 的 化 名 ， 并 写 道 :“…… 我 以 前 用 勒 布朗 这 个 
字 给 你 写 信 ， 承 蒙 你 如 此 宽容 地 给 我 国信， 我 实在 是 不 敢当 …… 我 希望 我 今天 向 您 吐 
露 的 情况 ， 不 会 让 我 失去 在 我 使 用 一 个 借 来 的 名 字 时 您 曾 给 过 我 的 那 种 订 垃 ， 并 希望 


您 能 抽出 几 分 钟 的 时 间 告诉 我 您 现在 情况 怎样 。 












































































































































































































































高 斯 热情 的 回信 充满 了 赞扬 : “在 晓得 一 向 敬仰 的 “ 勒 布衣 先生 ” 竞 变 成 “ 索 
菲 ， 热 尔 曼 ”时 ， 您 可 以 想象 我 的 讶 异 和 仰 莫 之 情 了 。 您 的 表现 3 

您 对 一 般 抽 象 科学 及 神秘 数字 的 品位 确实 难能可贵 ， 令 人 激赏 不 已 。 这 一 门 壮 丽 无 比 
的 科学 所 特 具 的 迷人 风采 要 不 是 有 心 深入 挖掘， 是 很 难 领略 到 的 。 事 实 上 ， 也 再 没有 
其 他 东西 能 令 我 如 此 神往 和 专 一 。 这 门 学 问 的 趣味 和 魅力 绝 不 是 我 改作 玄 虚 ， 它 们 确 
实 充 满 了 我 的 生命 ， 就 如 您 对 它 的 敬 莫 和 雅 好 一 样 。 













































































































































































































































































































































































1816 年 ， 由 于 在 弹性 表面 振动 分 析 方 面 的 工作 ， 热 尔 曼 琳 获 了 法 国 科学 院 大 奖 。 
然而 ， 在 那 对 女性 充满 偏见 的 时 代 ， 仅 仅 因 为 是 一 位 女性 ， 许 多 大 门 就 对 她 关闭 了 。 
她 找 不 到 合适 的 职业 ， 终 生 没有 获得 过 一 个 学 位 。 直 到 1831 年 ， 在 高 斯 的 推荐 下 ， 热 
尔 曼 将 获得 哥 廷 根 大 学 的 荣誉 博士 学 位 。 不 和平 的 是 ， 在 正式 授予 她 这 个 学 位 之 前 ， 她 
死 于 与 之 搏斗 了 两 年 的 乳腺 癌 ， 终 年 55 岁 。 在 这 位 潜心 于 学 术 研 究 的 女性 死亡 证 明 书 


上 ， 身 份 被 记 为 “无 职业 未 婚 妇 女 ”。 



































































































































































































































































































































然而 就 是 这 样 一 位 被 当时 社会 所 忽视 的 女性 ， 在 费 马 大 定理 的 研究 方面 留 下 了 自 


Den 


























































































































在 费 马 大 定理 的 研究 中 ， 有 一 种 途径 是 把 问题 分 为 两 种 情形 来 探讨 。 第 一 种 情形 
是 ， 对 于 素数 p， 当 p 不 能 整除 xyz (或 称 p 与 xyz 互 素 ) 时 ， 不 定 方 程 没有 正 整数 解 。 


第 二 种 情形 是 ， 对 于 素数 p，p 能 整除 xyz 时， 不 定 方 程 没 有 正 整 数 解 。 
































































































































针对 第 一 种 情 和 


NN 


热 尔 曼 非 常 漂亮 、 灵 巧 地 证 明了 : 若 对 于 素数 p，2p+1 也 是 素 















































数 ， 则 费 马 大 定理 在 第 一 种 情形 下 成 立 。 在 与 




















些 数学 家 通信 中 ， 她 汇报 了 自 




















得 到 
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的 这 个 一 般 性 结论 。 





热 尔 曼 探 讨 的 这 类 素数 后 被 称 为 热 尔 曼 素数 。 比 如 ，5 是 一 个 热 尔 曼 素数 ， 因 为 








2x5+1=11 仍 是 素数 ， 而 7 就 不 是 一 个 热 尔 曼 素 




















数 ， 因 为 2x7+1=15 不 再 是 素数 。 





















































按照 热 尔 曼 的 思想 ， 勒 让 德 扒 


























广 了 其 结果 ,如果 p 是 素数 , 使 4p+1、8p+1、 




















10p+1、14p+1、16p+1 之 一 也 是 素数 ， 那 么 对 于 指数 ， 费 马 大 定理 在 第 一 种 情形 


下 成 立 。 




























































































这 一 推广 后 的 结论 实际 上 证 明了 对 于 所 有 素 指数 P < 100， 第 一 种 情形 成 立 。 沿 
























































热 尔 曼 开 辟 的 这 条 途径 ， 后 来 的 数学 家 得 到 



































马 大 定理 第 一 种 情形 成 立时 的 素 指 数 。 然 而 ， 这 条 途径 是 有 局 限 的 ， 即 它 只 证 明了 在 


























些 新 的 判断 条 件 ， 从 
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只 


































































































第 一 种 情形 中 ， 相 应 指数 的 费 马 大 定理 成 立 。 而 





























理 的 证 明 ， 还 必须 男 尽 踩 径 。 






































对 于 更 复杂 的 第 二 种 情形 下 费 马 大 定 














为 了 鼓励 更 多 的 人 攻克 费 马 大 定理 这 座 数学 堡垒 ， 也 为 了 表示 学 术 界 对 它 的 如 
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视 ，1816 年 法 国 巴 黎 科学 院 首次 以 费 马 大 定理 为 























题 设置 大 奖 ， 奖 励 由 金 质 奖章 和 奖 4 











以 








组 成 。 





























听 到 消息 后 ， 高 斯 的 朋友 写 信 给 数学 之 王 :“ 

















亲爱 的 高 斯 ， 你 应 该 为 此 忙碌 一 下 。” 
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两 周 后 ， 高 斯 答复 说 ， 自 己 对 作为 一 个 孤立 命题 的 费 马 问题 没有 多 少 兴趣 。 这 或 许 是 
斯 未 能 采摘 下 费 马 的 葡萄 而 酸 溜溜 的 自白 吧 。 人 们 推测 ， 高 斯 放弃 费 马 问题 ， 而 把 
EE 点 转向 其 他 问题 的 一 个 原因 或 许 是 因为 失败 的 否 深 : 在 他 成 功 解决 n=3 后 
究 n 为 5 以 及 n 为 7 的 情形 时 并 没有 成 功 。 
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虽然 高 斯 放弃 了 这 种 诱惑 ， 但 更 多 其 他 数学 家 却 投入 到 这 种 智慧 的 挑战 
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1825 年 ， 勒 让 德 完 整地 证 明了 指数 为 $ 的 情形 。 同 年 ， 年 仅 20 岁 的 狄 里 克 雷 
(1805 一 1859 ) 在 一 篇 论文 中 也 试图 证 明 指数 为 $ 的 情形 。 但 其 证 明 不 完全 ， 这 一 点 被 
勒 让 德 指 出 ， 后 来 狄 里 克 雷 完善 了 自己 的 证 明 ， 并 于 1828 年 发 表 。 
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1832 年 ， 狄 里 区 雷 解决 了 指数 为 14 的 情形 。 
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1839 年 ， 法 国 数学 家 拉 梅 (1795 一 1870 ) 证 明了 指数 为 7 的 情形 。 不 久 ， 法 国 数 
学 家 勒 贝 格 (1791 一 1875， 不 是 后 来 创立 测度 论 的 那 一 位 ) 给 出 了 一 个 简化 证 明 。 



























































这 些 证 明 大 都 非常 长 ， 而 且 使 用 了 非常 困难 而 巧妙 的 处 理 ， 很 难 推广 。 要 取得 真 
正 的 突破 ， 需 要 有 全 新 的 思路 与 方法 。 



































































































































1847 年 3 月 1 日 ， 定 期 举行 的 巴黎 科学 院 报告 会 上 出 现 了 具有 历史 意义 的 戏剧 性 
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iL 年 前 完成 指数 为 7 的 费 马 大 定理 证 明 的 数学 家 拉 梅 走 上 讲台 ， 宣 布 自己 已 通过 


条 新 途径 完全 证 明了 费 马 大 定理 。 其 证 明 思 路 是 ， 在 复数 域 里 有 分 解 式 
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xX? +y” =xX+y (XEVN(X+E 人 (x+62 yy)=27 






































i 2 
Ss 1 十 个 素数 ， 6 =CO8 了 risin 分 是 单位 原 根 。 





























考虑 被 称 为 “分 圆 整数 ”的 一 类 特殊 形式 的 复数 : a +al +…+a, 5”  ， 其 中 
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整数 可 构成 一 个 数 系 。 











ao、a1… qa, ,都 是 整数 。 容 易 知道 ， 所 有 的 分 















































然后 ， 拉 梅 提出 一 个 重要 想法 ， 在 分 圆 整 数 系 中 ， 如 果 (x+y)(x+Cy)(xtC?y)… 
(x+C?7y) 这 个 式 子 中 各 个 因子 都 互 素 ， 因 为 它们 的 乘积 是 p 次 宕 的 ， 那么 每 一 个 因子 
都 是 忆 次 寡 的 。 在 此 关键 观点 下 ， 拉 梅 相信 自己 经 过 一 系列 步 又 可 以 推 得 一 般 情形 下 
的 费 马 大 定理 成 立 。 
























































































































































拉 梅 做 完 报告 后 ， 在 场 的 刘 维 尔 马上 站 起 来 指出 拉 梅 证 明 中 存在 的 一 个 大 问题 。 
如 我 们 所 熟悉 的 ， 如 果 信 2 互 素 ， 且 吧 是 一 个 平方 数 ， 那 么 和 本 身 都 是 平方 数 ， 

















































































































进而 ， 如 果 两 个 互 素 整数 之 积 是 一 个 n 次 方 军 ， 那 么 每 个 数 都 应 是 n 次 方 罕 。 这 在 整 
数 范围 内 的 确 是 可 以 证 明 的 正确 结论 。 然 而 ， 刘 维尔 指出 ， 这 一 在 整数 中 正确 结论 的 
整数 都 能 被 唯一 分 解 成 一 些 素数 之 积 ， 即 整数 


是 否 还 成 立 呢 ?” 这 是 非常 值得 怀疑 的 。 
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前 提 是 ， 任 


但 唯一 分 解 因子 定理 在 分 国 3 
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事实 上 ， 刘 维尔 正确 指出 了 在 费 马 大 定理 证 明 中 存在 一 个 暗礁 ， 而 它 将 使 许多 费 
马 大 定理 的 所 谓 数学 证 明 触礁 沉没 。 拉 梅 不 是 它 的 第 一 个 也 不 是 唯一 的 牺牲 品 。 












































































































































刘 维 尔 的 发 言 刚 结束 ， 在 座 的 另 一 位 大 数学 家 柯 西 就 站 起 来 表示 支持 拉 梅 ， 并 声 
尔 他 自己 也 有 类 似 的 证 明 思路 ， 并 已 在 1846 年 10 月 向 科学 院 提交 过 一 个 报告 了 。 








































































































于 是 ， 证 明 分 圆 整 数 系 唯一 因子 分 解 定理 成 为 彻底 解决 费 马 大 定理 的 关键 。 而 
最 早 证 明 这 一 点 从 而 获得 费 马 大 定理 完整 证 明 的 人 将 赢得 数学 中 最 权威 的 而 且 奖金 
F 厚 的 大 奖 。 拉 梅 、 柯 西 都 意识 到 时 间 是 至 关 重 要 的 。 此 后 许多 天 ， 两 人 在 科学 院 
内 部 发 表 了 很 多 通报 ， 并 各 自 声 明 自己 已 在 科学 院 存 放 了 六 章 密封 的 信封 。 这 在 当 
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时 是 常 有 的 做 法 ， 这 能 使 研究 者 的 思想 被 记录 下 来 ， 而 不 汇 露 其 工作 的 细节 。 如 果 
后 来 关于 谁 最 早 有 了 某 种 想法 出 现 和 争议 ， 那 么 开启 密封 的 信封 就 会 判断 出 究竟 谁 拥 
有 优先 权 。 
































到 数学 家 库 默 尔 的 信 
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就 在 人 们 纷纷 猜测 何人 将 获得 最 后 的 胜利 之 时 ， 一 封 来 自 名 
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终结 了 这 场 无 谓 的 竞争 。 这 封 信 在 5 月 24 日 的 科学 院 会 议 上 由 刘 维 尔 宣读 ， 并 震惊 了 


所 有 参加 会 议 的 听众 。 


哈雷 大 学 学 习 神学 。 但 在 大 学 时 他 受到 数学 教师 
林 大 学 教授 ， 直 到 退休 。 作 为 一 名 优秀 教师 ， 他 对 任何 一 种 教学 活动 都 很 喜爱 。 







































































库 默 尔 与 他 的 大 金 蛋 

















库 默 尔 (1810 一 1893 )， 幻 年 形 父 ， 家 境 困 难 ， 由 母亲 抚养 长 大 。18 岁 时 ， 他 进入 













































































的 影响 ， 转 攻 数 学 ，1855 年 成 为 苦 名 










































































企 讲 授 任何 一 党 课 
























































还 带 着 泰然 的 微笑 。 库 黑 尔 生动 幽默 的 教学 风格 ， 深 深 吸 引 了 学 生 。 此 外 ， 他 还 非常 
关心 学 生 ， 并 乐意 帮助 他 们 。 很 多 故事 都 讲 了 他 对 学 生 的 感情 和 关注 。 有 一 次 ， 一 个 












































前 ， 他 总 是 仔细 备课 ， 他 的 课 讲 得 又 清楚 又 有 趣 ， 就 像 说 家 人 常 话 ， 




















































































































穷 学 生 在 博士 考试 前 突然 得 了 天 人 花 ， 年 轻 人 不 得 不 先 考试 ， 之 后 回 了 老家 。 库 默 尔 没 






























































有 那个 不 幸 学 生 的 汶 


























县 ， 担 心 他 在 家 里 不 能 负担 必需 的 医药 费 ， 就 找到 他 的 一 个 朋友 ， 
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给 他 钱 ， 让 他 去 看 看 能 帮 什 么 忙 。 这 一 切 使 他 顾 得 了 学 生 极 大 的 尊敬 。 在 儿 十 年 教学 

































































E 涯 中 ， 他 培养 了 不 少数 学 家 。1882 年 2 月 的 一 天 ，72 岁 的 库 上 默 尔 以 “记忆 力 衰 退 ， 











思维 能 力 减 弱 ” 为 
































提出 退休 。1883 年 正式 退休 后 ， 他 完全 远离 了 数学 ， 在 度 过 10 





























FE 安静 的 生活 后 ,村 














六 1893 年 5 月 14 














竺 柏林 去 世 。 




































































早 在 1843 年 ， 库 默 尔 就 对 分 圆 整数 进行 了 研究 。 研 究 中 ， 他 给 出 素 整 数 、 可 除 性 
以 及 类 似 东西 的 适当 定义 ， 并 假定 在 分 圆 整数 中 唯一 因子 分 解 成 立 。 由 此 出 发 ， 他 给 
出 费 马 大 定理 的 一 个 证 明 。 同 年 他 把 手稿 寄 给 狄 里 克 雷 。 狄 里 克 雷 看 过 后 ， 指 出 他 的 
假设 没有 一 般 性 ， 即 唯一 因子 分 解 仅 对 菜 些 素数 成 立 。1844 年 ， 在 认识 到 狄 里 元 雷 批 




































































































































































































































































































































































































































































评 的 正确 性 后 ， 库 默 尔 证 明了 分 圆 整 数 唯一 因子 分 解 定理 不 是 普 册 成立 的 。 因 此 ， 当 
他 看 到 拉 梅 的 论文 ， 并 了 解 到 拉 梅 与 柯 西 的 竞争 时 ， 他 意识 到 这 些 数学 同行 遇 到 了 同 
一 块 暗礁 ， 并 正在 重 蹈 自己 的 覆 笋 。 于 是 ， 他 寄 出 了 那 封 让 当时 “巴黎 的 饱学 之 十 如 
雷 帮 项、 有 呆 若 木 鸡 ” 的 信 。 在 信 中 ， 库 软 尔 首先 提 到 “唯一 因子 分 解 定理 在 分 圆 整数 
系 中 是 不 成 立 的 ”， 随 信 附 上 3 年 前 发 表 的 论文 。 些 外， 他 又 介绍 了 自己 随后 的 研究 






































成 果 。 





























在 认识 到 唯一 因子 分 解 定理 在 分 圆 整 数 中 不 成 立 后 ， 为 了 补救 ， 库 默 尔 定义 了 一 
种 “理想 数 "。 从 理想 数 的 观点 看 ， 因 子 分 解 的 唯一 性 成 立 。 随 后 ， 库 默 尔 尝试 用 “ 理 
想 数 ”证 明 费 马 大 定理 。 为 此 ， 他 提出 了 正则 素数 的 概念 。 他 证 明了 ， 对 于 所 有 的 正 
则 素数 P ， 费 马 大 定理 成 立 。 对 于 哪些 素数 是 正则 素数 ， 库 上 默 尔 也 给 出 了 一 个 判断 条 
件 。 和 根据 这 一 条 件 ， 可 以 知道 在 100 之 内 ,只 有 37、59、67 是 非 正 则 素数 。 这 意味 
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着 ,根据 库 默 尔 的 方法 ， 在 100 之 内 的 素数 中 ， 除 去 这 三 个 例外 ， 费 马 大 定理 都 是 成 
立 的 ! 这 是 历史 上 第 一 次 真正 对 一 整 批 素 指 数 证 明了 费 马 大 定理 。 想 想 在 此 之 前 ,只 
是 为 了 证 明 n 为 3、5、7 就 费 去 了 多 少 精力 ， 即 可 体会 到 库 默 尔 的 突破 是 何其 巨大 了 。 

































































































































































1857 年 ， 由 于 库 默 尔 的 这 项 开创 性 贡献 ， 巴 黎 科学 院 把 1850 年 第 二 次 为 征 解 费 
马 大 定理 而 设立 的 大 奖 颁 发 给 了 他 ， 以 奖励 他 “关于 由 单位 根 和 整数 组 成 的 复数 所 做 
的 美妙 工作 ”。 这 对 库 默 尔 来 说 可 谓 是 一 个 意外 ， 因 为 他 并 没有 把 自己 的 研究 成 果 交 给 


巴黎 科学 院 参 赛 ， 但 在 巴黎 科学 院 看 来 ， 这 是 “做 出 的 一 项 公正 而 有 益 的 决定 "。 


























































































































































































































正则 素数 的 情况 解决 了 ， 剩 下 的 是 非 正则 素数 的 情况 。 在 这 方面 ， 还 是 库 默 尔 林 
人 迈 出 了 第 一 步 。1857 年 ， 库 默 尔 引 入 一 个 判 据 ， 这 一 判 据 可 使 得 对 某 一 类 非 正则 素 
数 而 言 费 马 大 定理 也 成 立 。 通 过 这 一 结果 ， 费 马 大 定理 得 以 扩展 到 一 些 例外 的 非 正则 
素数 ， 特 别 是 100 之 内 的 非 正 则 素数 37、59、67 都 属于 这 种 扩展 对 象 。 因 此 ， 在 库 
默 尔 的 工作 后 ，p < 100 时 费 马 大 定理 都 被 证 明 是 成 立 的 。 但 60 年 后 ，1917 年 有 数学 
家 指出 库 默 尔 1857 年 的 证 明 有 错误 。1926 年 ， 美 国 数学 家 范 迪 威 尔 弥补 了 这 些 缺 陶 ， 
并 证 明 p < 157 时 费 马 大 定理 成 立 。 之 后 ， 在 库 默 尔 开辟 的 这 条 道路 上 ， 随 着 判 据 的 
不 断 改进 ， 纪 录 不 断 被 刷新 。20 世纪 50 年代 后 ， 随 着 计算 机 的 使 用 ， 纪 录 更 是 得 以 
大 幅度 提高 : 








































































































































































































































































































i 



























































































































































口 1929 年 , p < 211; 
口 1930 年 , p < 269; 
口 1931 年 , p < 307; 
口 1937 年 , p < 617; 


口 1954 年 ,，p < 2003; 





口 1954 年 ,，p < 2521; 


口 1955 年 ，p < 4001; 


l 


口 1967 年 ，p < 25 000; 


人 


口 1975 年,，p < 30 000; 
口 1975 年 ,，p < 58 150; 
口 1976 年 ， < 100 000; 
口 1977 年 ,，p < 125 000; 
口 1987 年 ,，p < 150 000; 


口 1992 年 ,，p < 1 000 000; 





口 1994 年 ，p < 4000 000。 





























不 过 ， 这 种 推进 上 限 的 办 法 只 是 在 创造 一 个 又 一 个 纪录 。 当 人 们 证 明了 非 正 则 素 
数 有 无 限 多 时 ， 库 默 尔 开辟 的 途径 被 表明 无 法 从 根本 上 证 明 费 马 大 定理 。 


























































































































然而 ， 数 学 的 发 展 表 明 ， 库 默 尔 在 解决 费 马 大 定理 时 引入 的 理想 数理 论 与 思想 ， 
其 意义 远 超 过 了 证 明 费 马 大 定理 本 身 。 正 如 肴 干 年 后 的 1900 年 ， 希 尔 伯 特 在 其 著名 的 
《数学 问题 》 世 纪 演 讲 中 所 评价 的 : “这样 一 个 非常 特殊 、 似 乎 不 十 分 重要 的 问题 会 对 
科学 产生 怎样 令 人 鼓舞 的 影响 ?” 受 费 马 问题 的 启发 ， 库 默 尔 引进 了 理想 数 ， 并 发 现 把 
一 个 分 圆 域 的 整数 分 解 为 素 理想 因子 的 唯一 分 解 定 理 ， 这 定理 今天 已 被 戴 德 金 与 克 罗 
j 克 推广 到 任意 代数 数 域 ， 在 近代 数论 中 占据 中 心地 位 ， 其 意义 已 远 远 超出 数论 的 范 
轩 而 深入 到 代数 与 函数 论 的 领域 。” 
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确实 ， 库 上 默 尔 理论 在 其 产生 后 的 百 小 胸 变 成 数学 
美丽 的 天 鹅 ， 它 的 辉煌 使 人 目眩， 而 且 在 数学 中 人 处 处 都 可 以 看 到 它 的 身影 。 费 马 大 定 
理 这 个 “会 下 金 蛋 的 约 ” 在 库 默 尔 手 中 下 了 一 个 真正 的 大 金 蛋 。 





FE (1870 一 1970) 中 , 已 
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库 默 尔 的 伟大 工作 在 费 马 大 定理 的 证 明 中 是 一 次 真正 的 大 突破 。 但 这 




































































次 突破 只 能 表现 在 量 的 积累 上， 并 获得 了 一 个 又 一 个 纪录 ， 但 它 却 无 法 
在 质 上 完成 费 马 大 定理 的 证 明 。 在 库 默 尔 的 工作 后 ， 证 明 费 马 大 定理 的 前 


程 仍 是 漫漫 。 人 们 还 需要 再 寻 其 他 途径 。 
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10 万 马克 的 奖金 




















到 20 世纪 初 ， 费 马 问题 依然 在 数学 家 心目 中 占有 特殊 的 地 位 。 但 在 
库 默 尔 的 工作 之 后 ， 人 们 发 现 证 明 费 马 大 定理 的 希望 比 以 前 更 渺 荡 了 。 新 
尺 数 学 家 更 多 地 转向 各 种 不 同 的 研究 领域 ,不 再 理 皮 这 看 似 不 可 能 解决 、 
只 会 让 人 徒劳 无 获 的 问题 。 迷 人 的 费 马 大 定理 成 为 一 个 美丽 却 遥 不 可 及 的 
梦 。 然 而 ,在 1908 年 ,一 位 德国 人 保罗 沃 尔 夫 斯 凯 尔 为 这 个 问题 注入 了 
新 的 生命 万 。 
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沃 尔 夫 斯 凯 尔 是 一 位 实业 家 ， 也 是 一 位 数学 爱好 者 。 没 有 人 会 预料 到 ， 
































缺乏 数学 天 赋 的 他 会 与 费 马 大 定理 联系 在 一 起 。 事 情 起 因 于 一 次 失恋 的 经 历 。 活 















































斯 凯 尔 在 i 


E 求 一 位 漂亮 女性 






































也 定 下 了 自杀 的 日 子 ， 








时 被 拒绝 了 。 为 此 感到 极度 失 纽 的 他 放弃 了 生 的 念头 





尔 夫 
» 打 



































并 决定 在 那天 的 午夜 钟 声 响起 时 开 枪 射击 自己 的 






































在 剩 下 的 日 子 里 ， 他 从 容 






































尔 的 经 典 论文 吸引 了 他 ，1 




















杀 时 刻 已 经 过 去 了 。 数 学 台 





























也 的 遗嘱 




















看 到 了 他 对 挽救 


也 陶醉 于 局 


















































部 。 


也 处 理 各 项 事务 。 当 他 把 身后 的 一 切 安 排 受 当时 ， 他 发 现 离 






































































































































己 定 下 的 自杀 时 刻 还 差 几 个 小 时 。 百 无 聊 赖 之 下 ， 他 开始 翻阅 数学 书 。 结 果 ， 库 默 
E 默 尔 的 数学 之 中 。 当 他 意识 到 时 间 的 流逝 时 ， 
新 唤起 了 他 生 的 欲 己 ， 他 放弃 了 自杀 。 他 去 世 后 ， 人 们 从 

















自己 生命 的 费 马 猜想 的 报恩 方式 : 他 从 自己 的 财产 中 拿 出 

























































































马 大 定理 日 
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所 有 的 数学 杂志 都 刊登 了 这 一 新 闻 ， 消 息 迅 速 传 遍 欧 洲 。 各 地 掀起 了 一 股 人 研 
的 热潮 。 有 当事人 曾 说 在 10 万 马克 悬 质 















































整个 城市 都 沸腾 起 来 ， 成 干 





Tl 



































的 教师 、 学 生 、 商 人 、 市 民 都 被 卷 入 其 中 。 人 们 着 了 迷 。 论 文 像 雪 请 似 地 飞 到 可 


大 学 。 仅 在 1908~1911 年 



































10 万 马 殉 ， 交 给 哥 廷 根 的 皇家 科学 协会 掌管 ， 用 以 悬赏 第 一 个 证 明 费 马 大 定理 的 人 ， 


期 限 100 年 (1908~2007 年 





业 汤 
廷 根 














司 ， 就 收 到 1000 份 以 上 所 谓 的 证 明 。 然 而 ， 毫 无 例外 ， 





























应 征 者 的 方法 和 结论 都 是 错误 的 。 事 实 上 ， 几 乎 所 有 的 “解答 ”都 是 在 非常 初级 




















平 上 (使 用 













































































! 学 数学 以 及 可 能 是 数论 中 某 些 未 经 整理 的 论文 中 的 概念 ) 写成 的 ， 但 


























如 些 ， 理 角 








付 这 件 苦 差事 ， 他 想 H 








在 1909~1934 年 六 





起 来 却 是 
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E 常 复杂 。 





可 ， 哥 廷 


























所 有 
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尽管 


Ee 
































民 大 学 数学 系 的 系 主任 朗 道 负责 审查 这 些 稿 件 。 为 
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一 个 巧妙 的 办 法 。 

















上 片 ， 上 男 


印 计 











了 对 
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uy 
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谢谢 您 寄 来 的 您 关于 费 马 大 定理 的 证 明 的 稿件 。 


这 使 得 证 明 无 效 。 


E. M. 朗 道教 授 
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然后 他 把 这 些 论文 连同 印 好 的 卡 卢 交 给 学 和 后， 要 求学 咎 填写 空白 处 。 
























































当时 ， 德 国有 一 个 名 为 《数学 和 物理 文献 实录 》 的 数学 刊物 ， 曾 设立 固定 部 门 


愿 对 这 方面 论文 进行 鉴定 。 到 1911 年 年 初 ， 该 部 门 审 查 了 111 篇 论文 ， 全 部 发 现 错 





























































































































误 。 结 果 它 最 终 也 因 无 法 承受 审 稿 的 沉重 负担 ， 而 被 迫 宣布 停止 这 方面 的 工作 。 
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丸 情 的 数学 爱好 者 不 同 ， 尽 管 有 宣传 攻势 和 巨额 奖金 带 来 的 额外 刺激 ， 专 业 数 
学 家 们 却 大 多 对 此 置之不理 。 因 为 他 们 非常 清楚 问题 的 难度 ， 正 如 希 尔 伯 特 所 认为 的 : 
















































































































































































“为 了 做 这 件 事 ， 至 少 要 花 3 年 时 间 去 做 深入 细致 的 研究 ， 而 到 头 来 ， 还 可 能 会 失败 。 
征服 费 马 大 定理 在 当时 的 数学 家 看 来 ， 伦 费 精 力 干 这 件 事 很 可 能 是 白白 浪费 时 间 。 




























































































费 马 大 定理 ， 这 座 横 囊 在 数学 家 们 面前 的 大 山 ， 仍 然 需要 等 待 新 的 智者 与 新 的 思 



























































想来 作 它 的 征服 者 。 这 一 等 又 是 几 十 年 ，20 世纪 80 年 代 ， 代 数 几 何 领域 出 现 的 一 个 
























































伟大 定理 意味 着 在 费 马 大 定理 征程 上 出 现 了 第 二 次 重大 突破 。 























代数 几何 是 解析 几何 的 自然 发 展 。 在 解析 几何 
次 的 代数 曲线 。 到 19 世纪 上 半 呈 时 ， 人 们 研究 的 对 象 所 


一 个 伟大 的 定理 

































































线 ， 这 就 是 代数 几何 的 开端 。 


作为 解析 几何 
































































































































， 我 们 主要 研究 次 数 为 一 次 、 二 





























) 展 到 三 次 或 更 高 次 的 平 症 















































然 延 续 的 代数 几何 ， 它 与 解析 几何 有 一 个 主要 不 同 点 : 解析 几 
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线 (g=1); 












































其 他 曲线 ( g 2 )。 









































直线 、 圆 、 圆 锥 曲线 ( g =0 ); 





线 可 以 分 为 三 大 类 : 


























次 数 来 对 曲线 和 曲面 分 类 ， 而 代数 几何 则 用 一 个 称 为 “ 亏 格 ” 的 不 变量 来 对 代数 
分 类 。 以 亏 格 g 为 标准 ， 所 有 代数 









































单 ， 方程 x*+y” 二 2 


那么 ， 费 马 大 定理 是 如 何 与 代数 几何 联系 在 一 起 的 呢 ? 很 简 


(n>2 ) 两 端 同 除 以 z"， 得 [| +[ 郑 ] -1 令 zw- 三 = 芝 ， 则 有 CGO"+O7' =1， 这 


一 方程 定义 的 曲线 称 为 费 马 曲线 。 


很 显然 ， 研 究 7 






































































































































Teel 
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方程 x*”+y” = 2 的 整数 解 相当 于 研究 (x”)"”+(y)"”=1 的 有 理 数 解 ， 























马 大 定理 等 价 于 ， 


























在 平面 








， 费 马 曲线 在 z> 2 时 


























秆 说 费 马 曲线 上 的 有 理 点 。 因 此 ， 费 
没有 华 标 都 是 非 零 有 理 数 点 。 由 此 数论 问题 与 几何 i 
是 考虑 “有 理 点 ”| 


线 上 


1922 年 ， 英 国 数学 家 英和 


区 




















广 














本 题 紧密 联系 在 一 j 






























































有 有 限 多 个 有 理 点 。1929 年 ， 














西 格 尔 证 明了 “有 到 





是 “整数 点 ”的 情 


问题 的 ， 也 被 称 为 “算术 代数 几何 ”或 “算术 几何 ”。 


包 了 。 这 种 几何 


或 

















德尔 (1888 一 1972 ) 提出 著名 的 猜想 : 亏 格 gz=2 的 代数 




















理 点 ” 
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即 亏 格 gz2 的 代数 曲线 上 只 有 有 限 多 个 整数 点 。 对 于 更 困难 的 莫 德 尔 猜想 ， 数 学界 
普遍 认为 它 很 难 在 短 时 期 内 得 到 证 明 。1972 年 ， 在 猜想 提出 整 50 年 时 ， 著 名 数学 家 
魏 伊 对 此 评论 说 :“…… 要 是 打赌 的 话 ， 我 愿 财 它 对 而 不 愿 财 它 错 ， 但 这 不 过 是 一 厢 情 
愿 ， 因 为 没有 一 点 点 支持 或 者 反驳 它 的 证 据 。” 因 此 ， 当 1983 年 这 一 猜想 被 证 明 的 消 
息 传 出 时 ， 引 起 数学 界 极 大 的 震动 。 















































































































































































































































解决 这 一 猜想 的 是 刚 得 到 博士 学 位 5 年 的 年 轻 德国 数学 家 法 尔 廷 斯 (1954 一 )。 在 
花费 了 18 个 月 的 时 间 后 ，29 岁 的 法 尔 廷 斯 证 明了 这 一 猜想 ,得 到 了 “一 个 伟大 的 定 
里 "， 同 时 他 还 解决 了 数学 上 另 两 个 重要 猜想 : 沙 法 列 维 奇 猜想 和 塔 特 狂想。 在 证 明 
中 ， 法 尔 廷 其 用 了 大 量 代数 几何 方面 的 最 新 成 果 。 如 有 人 评价 的 :“ 从 代数 几何 的 整个 
发 展 来 看 ， 年 轻 的 法 尔 廷 斯 有 些 像 一 个 极 富 想 象 力 的 编 伦 篮 能 手 ， 将 代数 几何 中 许多 
漂亮 的 化 打 …… 编 织 在 两 个 骨架 上 ， 这 两 个 骨 染 被 数学 家 称 为 高 度 理论 和 P 可 除 群 理 


论 。” 其 中 高 度 理 论 是 从 费 马 的 无 穷 递 降 法 衍生 而 来 的 。 
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法 尔 廷 斯 











法 尔 廷 斯 的 成 就 受到 了 高 度 评价 ， 他 证 明 莫 德尔 猜想 的 时 间 被 称 为 “最 近 数 学 的 
一 个 伟大 时 刻 ”。1983 年 7 月 19 日 《纽约 时 报 》 报 道 时 ， 称 法 尔 廷 斯 “解决 了 本 志 纪 


一 个 突出 的 数学 问题 ”“ 过 去 似乎 是 绝对 解答 不 了 的 问题 "。 因 这 一 世纪 性 成 就 ， 法 尔 














































































































廷 斯 于 1986 年 获 菲 尔 北 奖 ， 年 仅 32 岁 。 


















































法 尔 廷 斯 的 伟大 定理 也 是 费 马 大 定理 证 明 的 一 大 进展 。 在 代数 几何 中 ， 有 结论 : 






















































































次 光滑 ( 即 处 处 有 切线 ) 的 曲线 ， 其 亏 格 g = 一， n 代 表 多 项 式 的 次 数 。 
所 以 ，1、2 次 的 曲线 亏 格 为 0， 光滑 3 次 曲线 的 亏 格 为 1; 光滑 4 次 以 上 曲线 的 亏 格 


g>2 。 考 察 由 方程 (zx)"+(O)" =1 定义 的 费 马 曲线 的 亏 格 ,可 看 到 ， 当 n>4 时 ， 费 马 


























































































































































































































有 理 点 。 这 等 价 于 ， 如 果 方 程 x"+y”=z” (n=4) 有 整数 解 ， 则 








线 的 亏 格 一 定 大 于 1， 因 此 利用 法 尔 廷 斯 的 伟大 定理 ,得 出 费 马 曲线 只 有 有 限 多 个 
至 多 有 有 限 多 个 。 这 






















































































表明 ， 费 马 大 定理 不 成 立 的 可 能 情形 至 多 有 有 限 个 。 因 此 ， 法 和 尔 廷 斯 的 结果 被 公认 为 













































































是 费 马 大 定理 在 库 默 尔 之 后 最 重要 的 进展 ， 并 被 看 作 费 马 大 定理 的 第 二 次 重大 突破 。 


到 只 有 平凡 解 ， 就 可 得 到 费 马 大 定理 ， 然 而 这 看 似 简单 的 一 步 其 实 是 很 难 跨越 的 。 习 
实 上 ， 在 法 尔 廷 斯 的 结果 后 ， 没 有 多 少数 学 家 乐观 地 认为 费 马 大 定理 会 在 短 时 间 内 得 
至 


在 数论 中 常用 的 形式 是 y? =x +ax +bx+c。 这 一 名 称 容易 望 文生 义 地 与 椭圆 玫 









































法 尔 迁 斯 的 突破 ， 排 除了 费 马 问题 无 穷 多 解 的 可 能 性 ， 下 一 步 把 这 有 限 多 个 解 降 
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上 彻底 解决 ， 他 们 认为 离 这 座 数 学 王国 的 珠穆朗玛 峰之 晤 还 有 很 长 的 距离 。 
















































































此 外 ， 法 尔 廷 斯 的 伟大 定理 还 彩 显 出 亏 格 为 1 的 椭 

















| 线 的 独特 性 。 








a 














椭圆 曲线 



































椭圆 曲线 属于 代数 和 数论 中 的 对 象 ， 它 已 是 当前 数学 研究 的 热点 之 一 。 椭 圆 曲线 
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事 。 事 实 上 ， 椭圆 曲线 不 是 椭 区 


























是 圆锥 曲线 ， 也 就 是 二 次 曲线 ， 而 椭圆 曲线 是 











an 
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三 次 曲线 。 前 者 的 亏 格 是 0， 后 者 的 亏 格 是 1 。 丙 才 







































































性 质 截然 不 同 ， 它 们 之 间 只 有 极其 
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椭圆 函数 来 参数 化 ， 椭 圆 浮 数 来 源 于 椭圆 积分 ， 而 椭 


到 积分 则 来 自 求 椭 圆 弧 长 ， 通 过 这 一 串 链 条 ， 椭 区 
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法 尔 廷 斯 的 结论 使 人 们 对 亏 格 g>2 的 代数 曲线 有 了 深入 的 认识 : 这 类 曲线 只 有 有 
有 理 点 。 对 于 亏 格 g =0 的 曲线 ， 人 们 也 早已 认识 清楚 : 这 类 曲线 上 或 者 没有 有 
里 点 ， 或 者 有 无 穷 多 个 有 理 点 。 于 是 ， 在 法 尔 廷 斯 伟大 定理 得 出 后 ， 算 术 代数 几何 
划 虑 的 “有 理 点 ”问题 只 剩 下 椭圆 曲线 需要 做 深入 探讨 。 
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人 们 发 现 ， 看 似 简单 的 椭圆 曲线 事实 上 非常 复杂 。 改 变 方程 中 a、b、c 的 值 ， 会 
得 到 无 穷 多 种 方程 ， 而 个 了 自己 的 特性 。 而 其 有 理 点 数目 问题 也 最 为 丰富 。 事 
实 上 ， 没 有 有 理 点 、 有 有 限 多 个 有 理 点 、 有 无 穷 多 个 有 理 点 ， 这 三 种 情形 在 椭圆 曲线 
中 都 可 能 出 现 。 人 们 也 认识 到 ,椭圆 曲线 上 的 有 理 点 集 有 着 极 好 的 规律 性 ， 这 些 点 构 
成 一 个 阿 贝 尔 群 ， 并 且 这 个 群 由 有 限 多 个 元 素 生 成 。 然 而 如 何 求 得 具体 椭圆 曲线 的 有 


里 点 或 整数 点 呢 ? 
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300 多 年 前 ， 费 马 曾 向 同时 代数 学 家 发 出 挑战 : 证明 26 是 夹 在 一 个 平方 数 和 一 个 
立方 数 之 间 的 唯一 正 整 数 。 这 相当 于 方程 y =x -2 只 有 一 组 正 整 数 解 。 证 明 这 一 点 是 
极其 困难 的 ， 它 曾 难 倒 了 费 马 的 挑 成 对 手 。 在 费 马 之 后 ， 经 过 许多 数学 家 的 努力 ， 不 
同 椭圆 曲线 的 解 的 个 数 仍 是 摆 在 数学 家 面前 的 极为 艰难 的 课题 。 






























































































































































一 种 简化 的 办 法 是 ， 在 “ 同 余 ”的 意义 上 寻找 解 。“ 同 余 ”理论 是 高 斯 的 伟大 发 
明 ， 通 伶 而 言 就 是 “时 钟 算术 "。 比 如 ， 我 们 熟知 的 钟表 可 看 作 12 格 时 钟 算术 ， 其 中 






































































































































9+5=2， 即 9 点 下 





过 5 个 小 时 是 2 点 ， 还 可 以 扩展 做 乘法 ， 比 如 5x7=11 ， 用 同 余 式 


























表示 即 9+5=2 (mod12) 、5x7=11(mod12) 。 经 过 这 一 简化 后 ， 人 们 发 现 对 给 定 的 时 
钟 算术 求 出 椭圆 方程 的 所 有 可 能 的 解 相对 而 言 比较 容易 完成 。 如 在 5 格 时 钟 算术 中 可 
以 列 出 椭圆 方程 x -x* =y +y 的 所 有 可 能 解 ， 这些 解 是 (0, 0)、(0, 4)、(1, 0)、(1, 4)。 
注意 ， 其 中 某 些 解 在 正规 算术 中 是 不 正确 的 ， 但 在 5 格 时 钟 算 术 中 却 是 对 的 。 比 如 ， 
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将 (1 4) 这 个 解 代 入 方程 ， 





可 得 到 0=20， 这 似乎 是 错 的 ， 但 在 5 格 时 钟 算术 中 这 一 等 







































































式 是 正确 的 。 于 是 我 们 得 




















数 是 4， 数 学 家 们 说 玉 =4 。 如 果 换 成 7 格 时 


到 ， 对 于 这 一 给 定 的 椭 














方程 ， 它 在 5 格 时 1 算术 ! 解 的 个 
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个 数 是 9， 即 5 =9 。 这 树 


FE， 数 学 家 可 以 在 各 利 











程 解 的 个 数 ， 并 由 此 得 到 












































算术 呢 ? 数学 家 们 发 现 同一 方程 的 解 的 
不同 的 时 钟 算术 中 分 另 
关于 此 椭圆 方程 的 一 个 巨 - 序列 。 如 对 于 上 面 的 方程 ， 有 序 
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求 出 一 个 椭 区 
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列 E=1l、E,=4、E,=4、E,=8、E,=4、E=16、E,=9、… 对 于 数学 家 而 言 ， 这 



































序列 浓缩 了 关于 它 所 描述 的 椭圆 方程 的 许多 信息 ， 相 当 于 原 椭圆 方程 的 DNA。 






























































在 对 椭圆 曲线 的 深入 
































们 也 深刻 体会 到 这 一 曲线 的 
它 可 以 得 出 许多 重要 成 果 ， 比 如 给 出 分 解 因子 上 
线 方面 的 专家 以 这 种 曲线 为 工具 最 终 证 明了 费 马 















































而 言 ， 它 的 重要 性 体现 在 





研究 中 ， 人 们 逐渐 揭 

















了 它 的 部 分 神秘 面纱 。 与 此 同时 ， 人 


























端 重要 性 。 在 20 


沪 























世纪 ， 人 们 发 现 它 几 乎 无 所 不 能 ， 利 用 


























的 有 效 方法 等 。 对 于 我 们 要 介绍 的 主题 
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自 干 。 
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第 六 节 


戏剧 性 的 圆梦 之 旅 




















费 马 神秘 撩 人 的 页 边 评注 为 后 世 留 下 有 史 以 来 最 著名 的 数学 之 谜 ， 并 
此 引发 了 长 达 三 个 多 世纪 的 充满 惊险 、 甚 疑 、 绝 望 和 狂喜 的 数学 探 奇 。 
这 段 历史 先后 涉及 最 多 产 的 数学 大 师 欧 拉 、 数 学 之 王 高 斯 、 柯 西 、 库 默 尔 、 
法 尔 廷 斯 …… 终 于 ， 怀 尔 斯 (1953 一 ) 出 现 了 ， 他 找到 了 谜底 ， 把 这 出 戏 扒 
回 高 测 并 夏 然而 止 ， 留 下 一 段 耐 人 回 味 的 传奇 。 
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许多 年 之 后 ， 面 对 台 下 的 观众 ， 怀 尔 斯 将 会 想起 坐 在 图 书馆 第 一 次 遇 
到 费 马 大 定理 的 那 一 天 。 那 时 ， 怀 尔 斯 还 只 是 一 个 10 岁 的 小 男孩 。 在 图 书 
馆 中 ， 他 正 阅读 E. T. 贝尔 的 《大 问题 》 一 书 。 书 中 描述 了 费 马 猜想 这 头 数 
学 怪 胃 的 存在 。 这 是 一 个 他 完全 可 以 理解 的 问题 ,然而 他 看 到 无 数 著 名 的 
数学 家 在 这 个 难得 出 奇 的 问题 面前 束手无策 ， 费 马 本 人 的 神秘 旁 注 以 及 10 
厅 马 克 悬 赏 的 故事 进一步 激发 了 他 的 幻想 。“ 从 我 孩提 时 代 第 一 次 遇 到 费 马 



















































































































































































































































































起 ， 怀 尔 斯 就 开始 了 证 明 费 马 大 


es 


大 定理 以 后 ， 它 就 一 直 是 我 最 大 的 兴趣 所 在 。” 自 那 卓 












































里 的 探险 。 


[ou 























是 孩子 的 怀 尔 斯 像 许多 人 一 样 相信 费 马 证 明 的 存在 ， 单 纯 的 他 设想 自己 如 果 懂 
得 的 数学 与 费 马 一 样 多 ， 那么 他 或 许 有 机 会 找到 费 马 那 遗失 的 证 明 。 于 是 ， 他 从 一 个 
老师 那里 弄 到 一 本 数论 方面 的 书 ， 他 掌握 后 就 开始 充满 热情 地 尝试 费 马 可 能 用 过 的 方 
法 。 多 次 尝试 都 以 失败 告终 后 ， 他 转向 18、19 世纪 那些 在 费 马 的 堡垒 面前 磁 壁 的 数 委 
家 ， 他 希望 能 从 他 们 的 错误 中 学 到 有 用 的 东西 。 他 理解 了 这 些 人 的 工作 ,但 不 得 不 在 
同样 的 障碍 面前 止步 。 
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在 1974 年 和 1977 年 ， 怀 尔 斯 分 别 获 和 牛津 大 学 学 士 学 位 与 剑桥 大 学 博士 学 位 。“ 进 
入 剑桥 时 ， 我 真正 把 费 马 大 定理 摘 在 一 边 了 。 这 不 是 因为 我 忘 了 它 ， 而 是 我 认识 到 我 
们 所 掌握 的 用 来 攻克 它 的 全 部 技术 已 经 反复 使 用 了 130 年 ， 而 这 些 技术 似乎 没有 触及 
问题 根本 。” 因 为 担心 耗费 太 多 时 间 而 一 无 所 获 ， 他 把 童年 的 梦想 深 埋 
了 对 费 马 大 定理 的 思索 。 在 导师 科 区 的 建议 下 ， 他 开始 研究 椭圆 曲线 理论 一 一 这 个 看 
似 与 证 明 费 马 大 定理 不 相关 的 理论 后 来 却 成 为 他 实现 梦想 的 工具 。 
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心底 ， 暂 时 放下 













































































































































































到 20 世纪 80 年 代 ， 怀 尔 斯 在 事业 方面 已 取得 了 巨大 成 功 。1982 年 ， 他 被 任命 为 
普林斯顿 大 学 的 教授 。 在 数学 界 ， 这 个 安静 而 胚 腊 的 人 万 得 了 解 题 能 手 的 声誉 ， 并 成 
为 对 代数 数论 做 出 巨大 贡献 的 极 少数 优秀 数学 家 之 一 。 但 在 这 些 年 中 ， 他 一 直 没 有 去 
触及 曾 蒙 绕 于 心 的 费 马 问 题 ， 深 藏 多 年 的 童年 梦想 在 等 待 着 被 重新 唤醒 的 机 会 。 不 和 久 
后 ， 改 变 他 生命 进程 的 时 刻 等 到 了 。 一 座 桥梁 的 出 现 将 把 他 的 童年 梦想 与 他 目前 已 有 
的 专长 联结 在 一 起 。 事 情 要 从 几 十 年 前 说 起 。 
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1954 年 1 月 的 一 天 ， 一 个 叫 志 村 的 日 本 年 轻 人 搞 研 究 时 遇 到 一 个 极其 复杂 的 计 
算 ， 经 过 查阅 文献 他 发 现 ， 有 篇 论文 对 他 要 进行 的 计算 会 有 帮助 。 于 是 他 急忙 到 系 资 
料 室 去 借阅 有 这 篇 论文 的 杂志 。 不 巧 的 是 ， 他 需要 的 这 一 期 杂志 被 人 借 走 了 ， 从 借 书 
长 上 志 村 得 知 借 者 是 自己 不 太 训 悉 的 一 位 叫 谷 山 的 校友 。 志 村 写 信 给 谷山 ， 客 气 地 询 
问 对方 什么 时 候 可 以 归还 杂志 ， 并 解释 自己 为 什么 急需 这 本 杂志 。 谷 山 的 回信 令 志 村 
惊奇 ， 原 来 谷山 也 正在 进行 同一 计算 ， 并 且 在 同一 处 卡 住 了 。 于 是 两 人 戏剧 性 地 相识 
了 ， 从 此 开始 了 两 人 的 合作 。 













































































































































































































































































































































































在 合作 中 ， 他 们 共同 探讨 了 两 人 都 非常 着 迷 的 模 形式 。 模 形式 是 数学 中 古怪 和 神 
奇 的 一 部 分 ， 它 的 关键 特点 是 具有 非 同 寻常 的 对 称 性 。 研 究 中 ， 人 们 发 现 每 一 种 模 
式 都 可 由 相同 的 一 些 基本 要 素 构造 出 来 。 这 些 要 素 可 以 从 1 开始 编号 ， 一 个 特定 的 模 
多 式 可 能 包含 1 个 1 号 要 素 、3 个 2 号 要 素 、2 个 3 号 要 素 等 。 这 些 刻 画 了 模 形 式 是 如 
可 构造 的 信息 可 以 概括 为 模 序列 ， 或 称 M- 序列 ， 即 要 素 及 每 一 要 素 所 需 数量 组 成 的 
表 ， 比 如 M =1，M, =3，Mi; =2, …。 在 数学 家 眼中 ，M- 序列 是 模 形式 的 DNA。 在 


这 一 序列 中 ， 每 个 要 素 的 数量 起 着 关键 的 作用 。 










































































NN 

































































































































































































































































灵感 在 某 一 天 光顾 了 谷山 。 他 注意 到 有 一 个 模 形式 的 M- 序列 与 一 个 椭圆 方程 的 
巨 - 序列 对 应 的 数 完全 相同 。 这 是 意外 的 巧合 吗 ? 谷 山 又 仔细 研究 了 男儿 个 不 同 的 
式 。 他 发 现 ， 在 每 一 种 情形 中 ，M- 序列 似乎 都 完美 地 对 应 着 某 个 椭圆 方程 的 - 
序列 。1955 年 ， 在 进一步 的 思考 后 ， 谷 山 提 出 猜测 : 每 一 个 模 形式 都 有 一 个 椭圆 方程 
与 之 相对 应 ， 两 者 可 以 通过 它们 各 自 的 序列 发 生 联系 。 然 而 ， 模 形式 与 椭圆 曲线 属于 
数学 世界 中 完全 不 同 的 区 域 ， 没 有 任何 明显 的 理由 表明 两 者 之 间 会 存在 如 此 紧密 的 联 
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系 。 为 了 使 这 一 猜测 更 具 说 服 力 ， 谷 山 与 志 村 合作 ， 试 图 找到 更 多 证 据 来 支持 存在 了 
模 世 界 和 椭圆 世界 之 间 的 这 种 联系 。 






























































1958 年 11 月 17 日 ,年 仅 31 岁 的 谷山 “ 因 陷 入 对 未 来 失去 信心 的 心境 之 中 ”而 
自杀 身亡 。 谷 山 去 世 后 ， 志 村 继续 收集 支持 这 一 猜测 的 更 多 证 据 。 逐 渐 积累 的 证 据 使 
这 一 猜测 逐渐 被 人 们 所 承认 ， 为 表彰 其 提出 者 谷山 和 全 力 继续 发 展 它 的 志 村 ， 它 被 称 
为 谷山 一 志 村 猜想 。 这 一 使 人 震惊 的 神奇 猜想 断言 :每 个 椭圆 方程 相伴 着 一 个 模 形式 ， 
或 者 说 有 理 数 域 上 的 所 有 椭圆 曲线 都 是 模 的 ( 即 都 可 以 模 形式 化 ) 如 果 这 是 正确 的 ， 
那么 在 两 个 完全 不 同 的 数学 领域 ( 模 形式 与 椭圆 曲线 ) 之 间 将 搭 起 一 座 数学 家 们 极其 
爱 的 数学 之 桥 ， 从 而 把 两 者 密切 联系 在 一 起 。 然 而 ， 没 有 数学 家 认为 证 明 这 座 桥 染 的 
存在 是 容易 的 。 因 此 ， 几 十 年 过 去 后 ， 获 得 一 个 对 这 一 漂亮 猜测 的 证 明 对 数学 家 们 而 
言 仍 是 遥 不 可 及 的 事情 。 由 于 太 超 前 于 时 代 ， 谷 山 - 志 村 猜想 事实 上 在 很 长 时 间 中 被 
情 才 发 生 了 转折 。 
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| 上 四 





问题 之 间 措 起 一 座 桥 后 ， 





忽视 了 。 直 到 它 与 费 马 










































































1985 年 ， 在 一 次 演讲 中 ， 数 学 家 弗 莱 指出 ， 如 果 费 马 猜 想 不 成 立 ， 即 费 马 方程 存 
在 一 组 非 零 整数 解 w bp, c ,使 得 a”+b" =c” 成 立 ， 那么 用 这 组 解 可 以 构造 出 如 下 的 椭 
到 曲线 y=x(x+a”)(x-b") ， 这 类 椭圆 曲线 现在 已 被 称 为 弗 莱 曲线 。 弗 莱 指 出 ， 这 一 


曲线 是 如 此 复杂 与 古怪 ， 因 此 它 不 可 能 被 模 形 式 化 。 


















































































































































































































































如 果 它 真 的 不 能 被 模 形式 化 ， 那 么 谷山 - 志 村 猜想 就 是 错误 的 ， 因 为 后 者 断言 所 
的 椭圆 曲线 都 可 以 被 模 形式 化 。 反 过 来 考虑 ， 如 果 谷 山 - 志 村 猜想 是 正确 的 ， 那 么 
弗 莱 曲 线 就 不 可 能 存在 。 而 它 的 存在 是 由 假定 费 马 方程 有 解 导出 的 ， 这 说 明 假定 是 错 
的 ， 也 就 是 说 费 马 方程 无 解 。 当 然 ， 这 就 是 费 马 猜想 。 简 言 之 ， 若 谷山 - 志 村 猜想 成 
立 ， 则 费 马 大 定理 也 成 立 。 不 过 ， 在 真正 建立 谷山 - 志 村 猜想 与 费 马 大 定理 的 这 一 联 
系 之 前 ,还 有 一 条 小 的 逻辑 颖 隙 ， 弗 莱 只 是 认为 其 给 出 的 曲线 不 是 模 的 ， 对 此 数学 家 
需要 更 严格 的 证 明 。1986 年 6 月 ， 美 国 数学 家 里 贝 特 运用 一 个 非常 巧妙 的 想法 填补 了 


这 一 缺失 的 环节 ， 他 证 明了 弗 莱 曲线 确实 不 能 模 形 式 化 。 由 此 ， 由 谷山 - 志 村 猜想 通 
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E 费 马 大 定理 的 通道 被 打开 了 ， 费 马 大 定理 与 谷山 -- 志 村 猜想 联结 在 一 起 了 。 如 果 有 
















































































人 能 证 明 每 一 个 椭圆 方程 是 模 形式 的 ， 那 么 就 可 得 出 费 马 方程 无 解 ， 于 是 费 马 大 





















































得 证 。 于 是 ，17 世纪 最 重要 的 问题 与 20 世纪 最 有 意义 的 问题 结合 在 一 起 了 。 一 个 在 


历史 上 和 感情 上 极为 重要 的 问题 与 一 个 可 能 引起 现代 数学 革命 的 猜想 联结 在 一 起 了 。 




































































即便 如 此 ， 也 没有 人 试图 费 神 去 证 明 谷 山 - 志 村 猜想 。 绝 大 多 数 数学 家 相信 ， 通 
过 证 明和 谷山 - 志 村 猜想 来 证 明 费 马 大 定理 ， 只 是 把 一 个 几 百 年 来 未 获 解 决 的 难题 转化 
为 一 个 看 起 来 完全 无 法 接近 的 猜想， 这 一 条 道路 并 非 坦 途 。 正 如 怀 尔 斯 在 剑桥 的 导师 
科 孩 所 评价 的 : “我 自己 对 于 这 个 存在 于 费 马 大 定理 与 谷山 一 志 村 猜想 之 间 的 美妙 链 环 
能 和 否 实际 产生 有 用 的 东西 持 翡 观 态度 。” 在 他 与 其 他 众多 数学 家 看 来 , “谷山 - 志 村 猜 
想 不 容 易 被 证 明 。 虽 然 问 题 很 美妙 ， 但 真正 证 明 它 似乎 是 不 可 能 的 。 我 必须 承认 在 我 
和 有生之年 大 概 不 可 能 看 到 它 被 证 明 ”。 试 图 冒险 的 只 有 怀 尔 斯 。 
































































































































































































































































































































































































































谜 底 掏 开 


























在 一 段 时 间 里 ， 费 马 猜想 作为 一 个 孤立 的 未 解决 难题 与 数学 主流 似乎 是 无 天 的 。 
然而 ,谷山 一 志 村 猜想 与 费 马 猜想 联系 的 建立 ， 表 明 费 马 猜想 已 成 为 数学 中 一 个 不 能 
不 管 的 问题 。 怀 尔 斯 是 在 一 个 朋友 家 饮 茶 时 听 到 这 个 令 他 感到 震撼 的 消息 的 ， 他 后 来 
回忆 道 :“ 我 记得 那个 时 刻 ， 那 个 改变 我 生命 历程 的 时 刻 。” 此 后 ， 怀 尔 斯 放弃 了 所 有 
与 证 明 费 马 大 定理 无 直接 关系 的 工作 ， 不 再 参加 学 术 会 议和 报告 会 ， 开 始 了 他 秘密 的 
数学 冒险 。 他 躲 进 他 顶楼 的 书房 ， 全 身心 投入 到 证 明 谷山 - 志 村 猜想 中 。 





































































































































































































































































































在 顽强 的 探索 中 ， 他 不 断 取得 进展 。 对 这 种 探索 中 的 体验 ， 他 说 :“ 设 想 你 进入 大 
厦 的 第 一 间 房 间 ， 完 全 是 一 片 漆黑 ， 你 在 家 具 之 间 跌 跌 撞 撞 ， 
件 家 具 所 在 的 位 置 。 经 过 了 六 七 个 月 ， 你 终于 摸 到 了 电灯 开关 ， 打开 了 灯 ， 突 然 一 
切 都 清楚 了 ， 你 才 确 切 知道 你 身 在 何 处 。 于 是 你 又 找到 隔壁 的 房间 去 ， 在 黑暗 中 再 
索 六 七 个 月 。 每 一 次 这 样 的 突破 ， 都 是 在 黑暗 中 摸索 几 个 月 完成 的 。 因 此 ， 这 些 突破 
都 是 摸索 的 结晶 ! 




































































王 、 


日 是 你 逐渐 搞 清 楚 了 每 













































































































































































































































































当 他 被 卡 住 时 ， 他 会 沿 着 湖 边 散 散步 ， 并 随时 把 笔 纸 带 上 ， 一 旦 有 好 主意 会 找 个 
长 椅 坐 下 来 打 草稿 。“ 问 题 整 日 整 夜 地 在 我 的 头脑 里 ,” 如 他 所 说 ,“ 真 是 日 复 一 日 地 
干 ， 几 乎 想 不 起 来 哪 一 天 起 床 想 的 是 别 的 事 。” 


























































































































1993 年 5 月 末 的 一 个 早上 ， 怀 尔 斯 的 太太 和 孩子 们 都 出 去 了 。 他 坐 在 书桌 前 思考 
最 后 的 步骤 ， 不 经 意 间 读 到 了 一 篇 论文 ， 上 面 的 一 行 字 引 起 了 他 的 注意 。 它 提 到 了 一 


个 19 世纪 的 数学 结构 ， 他 去 时 意识 到 这 就 是 该 用 的 。 他 不 停 地 工作 ， 忘 记 下 楼 吃饭 。 







































































































































































到 下 午 三 四 点 ， 在 确信 已 经 证 明了 费 马 大 定理 后 他 走 下 楼 ， 告 诉 自 己 的 太太 :“ 我 解决 
了 费 马 大 定理 。” 
1986 年 那 特别 的 时 刻 起 ， 已 经 过 去 了 整整 7 年。 在 历经 7 年 隐士 般 孤 窗 的 岁月 
















































































后 ， 他 相信 自己 已 经 实现 了 梦想 。 这 年 6 月 ， 他 的 导师 科 苞 正好 在 剑桥 牛顿 研究 所 主 
持 一 个 系列 演讲 。 他 决定 在 自己 的 家 乡 ， 在 自己 曾经 就 读 过 的 地 方 ， 对 外 透露 他 的 秘 



















































































密 研究 。 



































1993 年 6 月 ， 怀 尔 斯 以 “ 模 形 式 、 椭 圆 曲 线 和 伽 罗 瓦 表 示 ” 为 题 做 了 三 次 系列 演 
讲 。6 月 23 日 ， 是 第 三 次 也 是 最 后 一 次 演讲 。 这 时 ， 消 息 已 经 传 开 。 剑 桥 数学 界 的 每 
一 个 人 都 来 听 这 最 后 一 次 演讲 。 气 氛 充满 了 激情 ， 兴 奋 的 听众 意识 到 他 们 正在 跟随 怀 
尔 斯 的 足迹 走向 费 马 大 定理 的 证 明 ， 他 们 正在 参与 一 个 历史 性 的 事件 。 
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报告 从 上 午 8 点 整 开 始 ， 怀 尔 斯 站 在 牛顿 研究 所 的 演讲 厅 里 ， 不 断 在 黑板 上 飞快 
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地 写 着 ,然后 努力 克制 住 自己 的 喜悦 ,凝视 着 合 下 的 听众 。10 点 30 分 ,在 报告 结束 





























时 ， 他 最 后 一 次 转向 黑板 ， 写 上 了 费 马 大 定理 的 结论 ， 然 后 转向 听众 ， 平 静 地 宣布 : 


“我 想 我 就 在 这 里 结束 。” 






















































































相机 内 烁 拍 下 了 这 个 历史 性 的 时 刻 。 会 场 上 爆发 出 一 阵 持 久 的 掌声 。 三 百 多 年 来 ， 
费 马 的 挑战 第 一 次 被 征服 了 。 



























































虽然 数学 家 们 还 不 清楚 证 明 的 细节 ， 但 数学 界 普遍 看 好 怀 尔 斯 的 证 明 。 首 先 , 他 













































































的 证 明 途 径 被 认为 是 可 行 的 。 为 了 证 明 费 马 大 定理 ， 他 证 明了 部 分 谷山 - 志 村 猜想 ， 


即 羊 稳定 的 椭圆 曲线 是 模 的 ， 因 为 弗 莱 曲 线 恰 是 羊 稳定 的 椭 
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线 ， 因 此 这 足以 推出 
费 马 大 定理 。 怀 尔 斯 证 明 的 整个 结构 看 来 也 是 十 分 可 信和 可 靠 的 。 此 外 ， 怀 尔 斯 本 人 
早已 在 此 之 前 证 明了 自己 的 实力 。 而 且 作 为 一 个 非常 仔细 、 从 不 草率 宣布 结果 的 人 ， 
他 在 同行 中 具有 很 好 的 口碑 。 已 有 的 声望 加 上 同行 的 看 好 ， 使 人 们 确信 : 费 马 大 定理 
这 个 貌似 简单 却 曾 使 许多 人 求索 而 久 攻 不 下 的 难题 ,终于 圭 骨 瓦解 了 。 
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消息 很 快艇 动 了 全 世界 ， 怀 尔 斯 成 了 全 世界 媒体 的 焦点 。《 纽 约 时 报 》 在 头 版 以 
《终于 欢呼 “我 发 现 了 !1”， 久 和 远 的 数学 之 迹 获 解 》 为 题 报道 费 马 大 定理 被 证 明 的 消息 。 
其 他 各 种 大 众 传播 媒介 也 都 迅速 报道 了 这 一 “世纪 性 的 科学 成 就 "。 一 夜 之 间 ， 怀 尔 斯 
成 为 世界 上 最 知名 的 数学 家 。 

































































































































































宣传 的 热潮 一 


为 “本 年 度 25 位 最 具 魅 力 




















男装 做 广告 ! 














将 他 与 戴 安 娜 王妃 、 克 











林 顿 总 统 等 一 起 列 































































































这 位 须 腹 的 交 




















与 此 同时 ， 认 真 核对 这 个 证 明 的 


将 稿件 投 到 















































数学 家 为 其 新 系列 











进行 。 按 照 科学 的 程序 ， 先 要 求 数 学 家 

































































学 成 果 必 须 经 过 体 双 


















































才能 被 接受 是 下 有 斯 将 









































和 辑 部 组 织 专家 进行 核 。 每 个 新 的 数 


E 稿 投 到 《数学 发 明 》 纺 
































8 月 23 

















Ty 





辑 部 组 织 了 6 位 





























的 200 页 手稿 交 给 6 位 审 稿 人 ， 而 每 人 负责 其 
























































中 的 一 章 。 怀 尔 斯 在 等 待 
































EE 的 是 ， 这 样 的 缺陷 是 否 能 弥补 。 第 
虑 六 、 和 裂缝、 大 深 沟 还 是 地 狱 ? 怀 尔 斯 一 开始 很 乐观 


明 中 ， 出 现 和 
微妙 的 缺陷 对 怀 尔 斯 









































焦急 地 度 过 了 1993 年 的 








发 信 o 





和 3 章 的 普林斯顿 大 学 教授 凯 效 发 现 了 一 处 缺陷 。 在 如 此 长 的 证 














3 章 中 出 现 的 这 一 






































也 指望 这 是 








杯 烦 ， 他 希望 能 在 类 


' 有 错误 之 前 将 这 





学 界 知 道 证 明 





























个 错误 改正 过 来 





己 无 法 在 短 时 间 












































正 世 





人 TF 























有 解决 ”。 




















界 隔绝 的 状态 ，' 习惯 ， 以 填补 这 道 裂 缝 。 



































际 尔 斯 在 三 


g， 但 是 有 一 个 


攻 越 棘手 。1993 年 12 月 4 日 ， 





推移 ， 问 题 似乎 变 得 越 


认 “ 在 检验 过 程 























' 发 现 了 许多 问题 ， 大 部 分 已 经 解 区 

















历史 似乎 正在 























的 38 岁 日 本 数学 家 宫 冈 兴 
































内 完成 修补 。 他 重新 回 到 与 外 























然而 ， 随 着 时 间 的 






































子 邮 件 中 不 得 不 承 





























特别 的 问题 我 还 没 





洋 一 的 失败 。1988 年 3 月 ， 有 实力 

























































































腾 ， 世 界 许多 媒体 也 都 大 中 























方向 曾 给 出 费 马 大 定理 的 一 个 证 明 。 传 闻 尚 未 被 证 
宣扬 ， 声 称 富 内 详 一 证 明了 费 马 大 定 


















































检查 官 冈 六 


一 的 复杂 证 明 时 ， 























的 声明 算 起 两 个 月 






































任 的 方法 ， 补 救 工 作 宣 布 失 败 。 从 最 初 

















致 的 意见 是 宫 冈 详 一 的 证 明 是 失败 的 。 


























上 的 有 名 数学 家 名 


于 是 ， 倒 在 费 马 问题 














单 上 又 多 了 一 位 。 不 过 ， 宣 冈 详 一 的 关于 费 马 定 






































理 的 证 明 尽 管 有 漏 
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洞 ， 但 他 的 证 明 的 整体 规模 宏大 、 旁 征 博 引 ， 具 有 非凡 的 知识 广度 及 娴熟 的 代数 几何 
技巧 。 因 此 ， 虽然 他 没有 在 费 马 猜想 上 取得 成 功 ,但 是 其 证 明 中 许多 独特 的 部 分 具有 
其 本 身 的 存在 价值 ， 后 来 被 别 的 数学 家 进一步 发 展 ， 用 于 解决 其 他 问题 。 






























































































































































































































































看 起 来 ， 怀 尔 斯 正在 重 蹈 履 国 。 他 的 证 明 也 存在 无 法 补 全 的 缺口 。 他 的 有 缺陷 的 
证 明 对 于 了 解 他 工作 的 那些 数学 家 来 说 仍然 是 很 有 价值 的 。 他 新 发 展 的 一 些 数学 技巧 
与 技术 ， 可 以 用 来 处 理 其 他 重要 且 困 难 的 问题 。 只 有 一 点 ， 因 为 这 一 缺口 的 存在 ， 怀 
想 仍 然 芝 不 可 及 。 费 马 猜想 仍然 是 横 豆 在 怀 尔 斯 面前 的 无 法 跨越 的 珠 称 
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问题 出 在 证 明 的 关键 一 步 上 。 为 了 解决 这 一 关键 环节 ， 怀 尔 斯 最 初 考虑 使 用 伊 娃 
沙 娃 理论 ， 但 经 过 两 年 的 努力 后 ， 他 走 进 了 一 条 数学 的 死胡同 。 一 年 后 ， 他 发 现 了 科 
利 瓦 金 - 弗 莱 切 方法 。 他 采用 这 种 新 技术 并 于 1993 年 5 月 得 到 了 自己 的 证 明 。 但 正 是 
在 使 用 后 一 方法 的 过 程 中 ， 人 们 发 出 了 一 处 隐藏 很 深 的 缺陷， 一 个 隐藏 在 科 利 瓦 金 - 
弗 莱 切 方法 内 部 的 漏洞 。 


























































































































































































































为 了 越过 障碍 ， 在 数学 同行 的 建议 下 ， 怀 尔 斯 邀请 他 以 前 的 学 生 泰勒 一 起 工作 。 
然而 任何 修改 科 利 瓦 金 - 弗 羔 切 方法 的 企图 都 失败 了 。 因 为 一 直 拒 绝 公开 手稿 ， 怀 尔 
斯 不 得 不 承受 巨大 的 压力 。1994 年 9 月 ， 怀 尔 斯 准备 放弃 自己 看 来 无 望 的 和 努力。 泰勒 
建议 再 坚持 一 个 月 。 就 在 截止 日 到 来 之 前 两 周 ，9 月 19 日 ， 一 个 星期 一 的 早晨 ,“ 突 
然 间 ， 不 可 思议 地 ， 我 发 现 了 它 …… 它 美 得 难以 形容 ， 简 单 而 优雅 。 我 对 着 它 发 呆 了 
20 多 分 钟 。 然 后 我 到 系 里 转 了 一 圈 ， 又 回 到 桌子 旁边 看 看 它 是 否 还 在 那里 一 一 它 确 仿 
还 是 那里 。” 克 服 最 后 障碍 的 途径 找到 了 ， 怀 尔 斯 发 现 了 解 开 症结 的 戏剧 性 方法 。 他 意 
识 到 ， 虽 然 科 利 瓦 金 - 弗 莱 切 方法 不 能 完全 行 得 通 ， 但 是 只 需要 它 就 可 以 使 原先 党 试 
过 但 又 放弃 的 伊 娃 沙 娃 理 论 奏 效 ! 他 认识 到 科 利 瓦 金 - 弗 羔 切 方法 中 有 足够 的 东西 使 
他 原先 对 这 个 问题 的 处 理 方法 取得 成 功 。 所 以 ， 正 确 管 案 似 乎 在 科 利 瓦 金 - 弗 羔 切 的 
废墟 之 中 。 单 靠 颁 娃 沙 娃 理 论 不 足以 解决 问题 ， 单 靠 科 利 瓦 金 - 弗 羔 切 方法 也 不 够 。 
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它们 结合 在 一 起 却 可 以 完美 地 互相 补足 。 这 是 怀 尔 斯 永远 不 会 忘记 的 充满 灵感 的 瞬间 ， 
他 激动 得 泪水 夺 有 眶 而 出 。 在 回忆 这 一 时 刻 时 ， 他 说 :“ 我 无 法 控制 自己 ,我 太 兴 奋 了 。 
这 是 我 工作 经 历 中 最 重要 的 时 刻 …… ”在 经 历 了 他 数学 生涯 中 充满 了 痛苦 、 羞 奎 和 泪 
到 的 14 个 月 后 ， 一 个 高 明 的 见解 使 他 的 苦难 走 到 了 尽头 。 

1994 年 10 月 14 日 ， 怀 尔 斯 将 修改 后 的 108 页 论文 《 模 曲 线 和 费 马 大 定理 》 送 交 
当代 最 权威 的 数学 杂志 一 一 普林斯顿 的 《数学 年 刊 》 而 一 周 之 前 ， 他 和 他 的 学 生 泰 勒 
的 合作 论文 《 某 些 海 克 代数 的 环 论 性 质 》 已 经 寄 去 审查 。 第 一 篇 论文 宣布 了 费 马 大 定 
理 的 一 个 证 明 ， 它 的 关键 一 步 有 赖 于 第 二 篇 的 合作 论文 。 新 的 处 理 方法 比 原来 的 更 简 
单 和 人 快捷， 两 篇 论文 总 共有 130 页 。 在 经 过 严格 而 彻底 的 核查 后 ，1995 年 5 月 ,《 数 
学 年 刊 》 用 整 期 篇 幅 发 表 了 他 的 论文 。 证 明 现在 是 可 靠 的 了 。 怀 尔 斯 再 一 次 出 现在 
《纽约 时 报 》 头 版 ， 文 章 标题 是 《数学 家 称 经 典 之 谜 已 解决 》。 

侍 埃 落 定 。 一 座 坚 硬 无 比 的 数学 堡 鸡 被 攻克 了 。 扮 演 “ 费 马 大 定理 终结 者 ”角色 
的 怀 尔 斯 8 年 潜心 努力 终 获 完满 回报 。 他 也 终于 在 成 年 时 期 贺 了 童年 时 代 的 梦想 。 他 
的 成 果 被 认为 是 “20 世纪 最 重大 的 数学 成 就 ”。 
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怀 尔 斯 的 证 明 对 数学 家 而 言 不 仅仅 是 登 上 了 费 马 大 定理 这 座高 峰 。 事 实 上 ， 一 个 


人 可 能 找到 一 个 ; 
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什么 深远 的 意义 。 























H 了 人 金 蛋 ,其 









































首先 ， 怀 尔 








斯 在 证 明 

















重要 性 超过 了 费 马 猜想 本 身 。 





























\ 同 的 是 ， 怀 尔 斯 的 证 


创造 了 全 新 的 数学 技术 ， 并 将 它们 和 传统 技术 以 人 们 从 


SEN 


:275 . 


Nem > 


D 
ed 
O) 
































未 考虑 过 的 方式 结合 起 来 。 通 过 这 样 的 做 法 ， 他 开辟 了 处 理 众多 其 他 问题 的 新 思路 ， 
] 他 的 新 技巧 可 以 证 明 更 多 的 东西 ， 从 而 对 未 来 产生 不 可 估量 的 影响 。 举 一 个 例子 ， 
2001 年 几 位 数学 家 按照 他 的 研究 策略 和 方法 证 明了 所 有 的 椭圆 曲线 都 是 模 的 ， 从 而 筝 
底 解 决 了 谷山 一 志 村 猜想 。 














































































































































































































比 外 ， 怀 尔 斯 的 这 个 证 明 是 现代 数学 的 完美 综合 。 它 综合 利用 了 现代 数学 许多 分 
文 ( 椭 圆 曲 线 论 、 模 形式 理论 、 伽 罗 瓦 表示 理论 等 ) 的 成 就 ， 特 别 是 代数 几何 领域 中 关 
线 的 深刻 结果 。 通 过 证 明 费 马 大 定理 ， 怀 尔 斯 将 一 些 最 重要 的 数论 发 现 凝 
， 把 相隔 很 远 的 数学 领域 结合 在 一 起 ， 并 扩展 了 数学 于 国 的 整个 边界 。 此 定理 


的 攻克 也 再 次 显示 了 数学 大 厦 的 统一 性 。 
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另外 ,他 的 证 明 也 完美 体现 了 数学 魅力 的 一 面 : 一 个 小 学 生 能 听 异 的 问题 竞 纺 仿 
如 此 深奥 的 原理 ， 并 要 用 到 最 现代 化 的 数学 工具 才 最 终 解 决 。 


























































































































正 因此 ， 怀 尔 斯 的 证 明 为 他 赢得 了 最 慷慨 的 赛 扬 ， 其 中 最 具 代 表 性 的 是 他 的 导师 
科 苞 的 评价 :“ 用 数学 的 术语 来 说 ， 这 个 最 终 的 证 明 可 与 分 裂 原子 或 发 现 DNA 的 结构 
相 比 。 证 明 费 马 大 定理 是 人 类 智力 活动 的 一 曲 凯 歌 ， 同 时 ， 不 能 忽视 的 事实 是 它 一 下 
子 使 数论 发 生 了 革命 性 的 变化 。 对 于 我 来 说 ， 怀 尔 斯 的 成 果 的 美和 魅力 在 于 它 是 走向 
代数 数论 的 巨大 一 步 。 








































































































































































































此 后 几 年 ， 末 誉 纷 至 栓 来 。 
































1996 年 ， 由 于 在 数论 及 相关 领域 的 杰出 贡献 ， 特 别 是 证 明了 费 马 狂想 ， 怀 尔 斯 采 
获 沃 尔 夫 奖 。 这 一 著名 的 数学 大 次 是 一 种 终身 成 就 奖 ， 获奖 者 一 般 要 七 八 十 岁 才 能 获 
得 。 怀 尔 斯 获奖 时 年 仪 43 岁 ， 是 迄今 为 止 获得 此 奖 的 数学 家 中 最 年 轻 的 一 位 。 
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1996 年 ， 怀 尔 斯 获 奥 斯 特 洛 夫 斯 基 奖 ， 这 是 欧洲 最 大 的 一 项 数学 奖 。 



































1996 年 ， 怀 尔 斯 获 美国 国家 科学 院 数学 奖 。 
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家 科学 院外 籍 院士 
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性 通货 膨胀 大 为 贬 丛 

















， 怀 尔 斯 获得 沃 入 
。 到 1997 年 颁奖 时 ， 奖 金 加 上 利 ) 

















“ 夫 斯 凯 尔 奖金 。10 万 马克 的 奖金 因为 一 战 后 德 











上 县 大 约 还 值 














5 万 美元 。 
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按照 惯例 ， 
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2005 年 ,| 





这 一 奖项 上 
表 彩 他 的 光辉 成 就 ， 
的 40 岁 以 上 的 数学 家 。 当 他 


际 数学 家 大 会 召 
只 授予 不 超过 
大 会 为 他 颁 
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页 发 了 菲 尔 兹 特别 贡献 奖 ， 这 是 迄今 为 止 唯 


。 会 议 的 一 项 重要 内 容 是 宣布 菲 尔 兹 奖 得 
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40 岁 的 数学 家 。 当 时 怀 尔 斯 已 经 45 岁 了 ,但 
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上 台 领 奖 时 ， 人 们 给 予 他 的 每 
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涉 尔 斯 获 邵 逸夫 奖 ， 




















以 及 100 万 美元 的 奖金 。 
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逐 就 此 结束 ， 
困惑 了 世 
的 证 明 呢 ? 这 个 谜 
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3 绝对 不 可 能 使 














] 怀 尔 斯 的 方法 来 解决 这 一 难 











题 。 因 


答 费 马 大 完 理 的 获 证 而 尘埃 落 定 。 现 在 可 











为 怀 尔 斯 所 

















世 后 多 年 才 逐 渐 发 展 起 来 的 。 不 过 ， 这 
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似乎 不 再 重要 
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“扮演 了 类 人 


了 “业余 数学 家 之 王 ” 的 美誉 。 而 对 

















作为 伟大 的 创造 者 ， 费 马 早 
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世界 一 流 关 














数学 而 言 ， 上 
































I 下 重要 的 是 


此 

















以 珠穆朗玛 峰 对 登山 者 (在 成 功 之 前 ) 所 
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个 挑战 ， 试 图 登 上 顶峰 的 愿望 刺激 了 新 的 技巧 和 技术 的 发 展 与 完善 ”。 



































1908 年 ， 沃 尔 夫 斯 凯 尔 奖 设立 后 ， 有 学 生 曾 问 当时 最 有 可 能 解决 这 一 问题 的 大 数 
学 家 希 尔 伯 特 ， 为 什么 不 攻 下 费 马 大 定理 而 取得 10 万 马克 的 奖金 ? 希 尔 伯 特 一 语 双关 
地 回答 :“ 为 什么 要 去 杀 死 一 只 会 下 金 蛋 的 牧 呢 ?” 这 人 句 话 可 以 有 两 种 解释 。 一 种 解释 
认为 ， 在 沃 尔 夫 斯 凯 尔 的 遗嘱 中 规定 10 万 马克 奖金 发 出 之 前 ， 其 利息 由 一 个 委员 会 决 
定 如 何 使 用 。 委 员 会 主席 希 尔 伯 特 决 定 用 这 笔 不 少 的 钱 (年 息 5000 马克 ) 进行 学 术 和 
究 与 交流 ， 特 别 是 邀请 著名 数学 家 与 物理 学 家 到 哥 廷 根 访问 。 这 样 ，10 万 马 殉 的 利息 
就 可 以 不 断 为 发 展 数 学 做 出 贡献 ， 要 是 问题 解决 了 ， 也 就 一 无 所 有 了 。 不 过 , 现在 人 
们 更 倾向 于 男 一 种 解释 ， 在 解决 问题 的 过 程 中 ,不断 给 数学 加 进 针 新 的 内 容 ， 这 些 新 


内 容 对 数学 发 展 的 意义 甚至 超过 原来 一 个 特殊 问题 的 解决 。 
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确实 如 紫 。 一 代 又 一 代 的 数学 家 在 证 明 费 马 猜想 的 过 程 中 ， 在 数学 王国 里 挖 抉 出 
无 数 的 宝藏 。 这 只 “会 下 金 蛋 的 鹅 "， 给 整个 数学 带 来 了 巨大 财富 ， 促 进 了 代数 数论 和 


算术 代数 几何 学 的 建立 ， 还 发 展 了 一 系列 先进 数学 技术 ， 形 成 了 现代 数论 无 尽 的 前 沿 。 
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“素数 是 那些 除了 其 自身 和 1 之 外 无 法 被 任 何 整数 整除 的 、 令 人 恼火 











的 、 不 守 坟 
容 。 现 在 ， 
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和 矩 的 整数 。” 在 很 早 的 时 候 ， 素 数 就 成 为 数学 的 一 项 重要 研究 内 
数学 家 尤其 是 数论 专家 仍然 对 素数 表现 出 特别 的 青睐 。 是 什么 







































































原因 使 得 素数 显得 如 此 重要 ? 素数 又 是 如 何不 守 规 矩 的 呢 
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本 市 就 来 介绍 
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素数 的 地 位 















































个 大 于 1 的 自然 数 ， 如 果 只 能 被 1 和 它 本 身 整 除 ， 则 称 为 素数 ,或 
者 叫 质数 。 



























































个 自然 数 除了 能 被 1 和 它 本 身 整 除外 ， 还 能 够 被 其 他 自然 数 






































整除 ， 则 称 为 复合 数 ， 或 合 数 。 在 这 种 分 类 方式 下 ， 我 们 得 出 自然 数 分 三 





类 : 特殊 日 








1、 素数 、 合 数 。 





























素数 在 


着 非常 独 








的 位 置 。 事 实 上 ， 在 具有 固有 特性 的 各 类 数 











然 数 中 是 特殊 的 一 类 ， 又 是 极其 重要 的 一 类 ， 它 在 数学 中 有 
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多 。 为 什么 素数 如 此 重要 ? 这 建立 在 下 面 这 个 重要 结论 上 : 任何 一 个 大 于 1 的 自然 数 都 
可 以 分 解 成 几 个 素数 的 连 乘 积 的 形式 ， 用 数学 式 子 表示 ,就 是 a= pipyp3…p,, rr 宇 1。 
如 果 不 计 顺序 ， 这 种 分 解 是 唯一 的 。 因 为 式 子 中 的 各 个 素 因 子 可 能 相等 ， 所 以 上 式 也 
可 以 写成 标准 分 解 式 的 形式 : 
a= pr py phe, ai, 0 4 >0 

这 一 结论 ( 称 为 唯一 分 解 定理 ) 在 数论 中 非常 重要 。 自 然 数 中 的 许多 重要 性 质 与 定 

理 都 以 它 为 基础 ， 因 此 它 也 被 称 为 “初等 数论 基本 定理 "。 因 为 数论 又 叫 高 等 算术 ,或 
简称 算术 ， 于 是 这 一 结论 也 习惯 称 为 “算术 基本 定理 ”。 它 在 数论 中 的 作用 由 其 名 称 

可 见 一 斑 。 

算术 基本 定理 的 存在 ， 把 素数 推 到 了 一 个 极为 重要 的 位 置 上 。 这 一 事实 表明 ， 素 
数 是 所 有 自然 数 的 “基础 材料 ”"， 所 有 的 自然 数 ( 除 1 外) 都 是 由 它们 构成 的 。 因 而 ， 
我 们 可 以 非常 贴切 地 把 素数 看 作 自然 数 的 基石 。 事 实 上 ， 只 要 掌握 了 任 一 个 数 的 素 因 
子 分 解 ， 数 学 家 就 获得 了 这 个 数 的 众多 信息 。 从 这 一 角度 上 看 ， 素 数 在 数学 中 的 地 位 
非常 类 似 元 素 之 于 化 学 或 基本 粒子 之 于 物理 。 作 为 建筑 自然 数 大 厦 的 砖 石 ， 素 数 在 数 
学 ， 尤 其 是 在 数论 中 起 着 非常 重要 的 作用 。 

素数 的 个 数 
在 素数 研究 中 ,我 们 面 对 的 第 一 个 首要 问题 是 ， 素 数 的 个 数 是 有 限 的 还 是 无 限 
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多 ? 早 在 2000 多 年 前 ， 欧 几 里 得 就 在 《几何 原本 》 第 九 卷 中 给 出 了 答案 : 任意 给 定 几 
个 素数 ， 总 有 与 它们 不 同 的 素数 存在 。 这 一 结论 意味 着 ， 素 数 有 无 限 多 。 




















































































































我 们 用 反 证 法 证 明 一 下 。 假 设 素数 只 有 有 限 个 。 现 在 把 它们 由 小 到 大 排列 起 来 ， 并 





































































































设 其 为 局， PP 入 ， 二 1D, 为 最 大 的 素数 。 现在 令 N= 忆 PP3DP4 mpP 本 中 和 下 
我们 来 考察 N。 





















































种 情况 是 N 是 素数 ， 那 么 显然 N 大 于 p,， 于 是 假设 是 错误 的 。 





















































另 一 种 情况 是 X 是 合 数 ， 此 时 X 有 素 因 子 。 由 X 的 构造 容易 发 现 ，p, p,，, p;， 
Ps，…, Pi 都 不 可 能 整除 N， 因 为 它们 除 入 时 都 会 余 1。 所 以 ，p, p,, py, pas ,次 
这 些 素数 都 不 可 能 是 N 的 素 因 子 。 因 此 ，N 有 不 同 于 上 述 有 限 素 数 的 新 的 素 因 子 。 这 
与 假设 相 矛 盾 ， 所 以 假设 不 成 立 。 无 论 何 种 情况 ， 假 设 都 是 错误 的 。 因 此 ， 素 数 有 无 
限 多 。 
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欧 几 里 得 在 《几何 原本 》 中 给 出 的 证 明 是 用 几何 语言 表述 的 ， 但 其 实质 与 上 面 的 
证 法 相同 。 欧 几 里 得 的 证 明 简洁 、 优 美 ， 又 极为 深刻 ， 因 此 成 为 数学 论证 的 经 典 之 作 ， 
被 誉 为 数学 史上 永 铭 的 典范 。20 世纪 英国 数学 家 G. H. 哈代 在 其 精彩 著作 《一 个 数学 




























































































































































































家 的 自白 》 中 称 欧 几 里 得 的 证 明 “…… 自 发 现 之 日 至 今 ， 永 葆 其 生机 与 效力 ， 两 千年 













































































岁月 没有 使 它 产生 一 丝 陈旧 感 ”。 














欧 几 里 得 的 这 一 证 明 ， 除 了 成 为 数学 美的 例证 为 人 所 铭记 外 ， 他 在 此 命题 证 明 










































































中 所 使 用 的 证 明 方 法 更 是 产生 了 深远 的 影响 ， 至 今 还 在 数学 王国 中 显示 出 它 的 强大 

































































一 方面 ， 欧 几 里 得 对 这 一 定理 的 证 明 采 用 了 反 证 法 。 哈 代 曾 高 度 评价 这 一 方法 
他 说 :“ 欧 几 里 得 所 钟爱 的 反 证 法 是 数学 家 拥有 的 最 好 武器 之 一 ， 它 比 任何 一 种 着 棋 的 
奔 子 法 要 高 明 。 棋 手 可 能 策 牲 一 鞋 、 一 子 ， 然 而 ， 数 学 家 却 牺 牲 掉 整 盘 的 棋 。 这 种 巧 
妙 的 证 明 方 法 在 人 代数、 几何、 三角、 数论 等 几乎 所 有 的 数学 分 文中 都 有 广泛 应 用 。 它 




































































































































































































































































对 于 解决 否定 性 问题 、 不 存在 性 问题 、 无 限 问 题 以 及 等 量 或 不 等 量 问题 ， 常 党 是 很 有 
效 的 。 
















































































欧 几 里 得 的 证 明 还 妙 在 ， 它 仅 向 人 们 宣称 有 某 一 珍宝 存在 ， 但 没有 泄露 它 在 什么 
地 方 。 这 实际 上 是 开 了 纯粹 存在 性 证 明 方式 之 先河 。 





























































































































除了 方法 上 的 优美 之 外 ， 欧 几 里 得 这 一 定理 所 表述 的 内 涵 对 素数 的 研究 也 有 着 
创 性 意义 。 正 是 这 一 结论 开创 了 素数 个 数 问题 的 研究 ， 引 出 了 素数 分 布 等 一 系列 如 


的 人 研 究 课 题 Le) 
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素数 寻 踪 



























































时 欧 几 里 得 时 代 将 素数 看 作 数 学 中 的 “原子 ”"， 并 引发 了 数学 家 们 的 研究 之 后 ， 素 
数 的 寻找 就 成 了 重要 的 探讨 课题 。 是 否 存 在 寻找 素数 的 理想 方法 ? 自 欧 几 里 得 之 后 ， 


数学 家 们 开始 上 穷 莫 落下 黄 暴 ， 探 寻 素 数 的 秘密 。 



































































































































公元 前 250 年 左右 ， 古 希腊 数学 家 埃 拉 托 塞 尼 (在 第 二 章 中 我 们 已 经 介绍 过 他 ) 创 
造 了 著名 的 古典 得 法。 其 具体 做 法 是 ， 从 2 开始 ， 将 自然 数 从 小 到 大 的 顺序 写 出 来 。2 
是 第 一 个 素数 ， 留 下 ， 将 2 后 面 所 有 2 的 倍数 划 去 ; 2 后 面 第 一 个 未 被 划 去 的 是 3， 留 
下 ， 然 后 将 3 后 面 所 有 3 的 倍数 划 去 。 同 理 ， 保 留 5， 划 去 5 的 所 有 倍数 …… 如 此 不 
断 地 重复 进行 下 去 。 这 样 合 数 就 好 像 从 “筛子 眼 ”里 一 批 一 批 地 漏 掩 了 ， 剩 下 的 未 被 
划 去 的 数 就 是 自然 数 中 的 素数 。 按 照 埃 拉 托 塞 尼 租 法， 人 们 可 构 制 出 素数 表 。1657 
年 ， 有 人 构 制 了 10 000 内 的 素数 表 。1746 年 ， 这 一 纪录 被 改写 为 100 999。1772 年 ， 
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纪录 被 进一步 提高 到 400 000。1914 年 ， 美 国 数学 家 D. N. 雷 默 编 订 出 从 2 到 10 006 721 
的 素数 表 ， 此 表 长 期 作为 研究 素数 的 工具 ， 十 分 著名 。1950 年 后 ， 计 算 机 的 问世 使 素 
数 表 的 上 限 有 了 更 大 提高 。1959 年 ， 美 国 的 贝克 等 人 使 素数 表 突破 1 亿 大 关 。1976 
年 ， 贝 斯 和 赫 德 森 计 算出 直到 1.2 x 102 的 素数 表 。 随 着 计算 机 的 迅速 发 展 ， 造 更 大 的 


素数 表 已 不 3 是 什么 难 导 
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从 原则 上 说 ， 埃 拉 托 塞 尼 入 法 解决 了 有 限 的 不 大 大 范围 内 素数 的 寻找 问题 。 村 
上 ,迄今 为 止 ， 这 种 得 法 仍然 是 找 出 某 一 不 太 大 范围 内 所 有 素数 的 最 为 迅速 的 方式 。 
计算 机 的 出 现 与 发 展 ， 使 其 变 得 更 为 容易 。 
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但 这 种 方法 的 局 限 在 于 ， 它 只 能 找 出 不 太 大 范围 内 的 素数 ， 而 且 它 在 操作 中 所 涉 
及 的 仅 是 有 限 问题 。 因 此 ， 在 素数 寻找 中 ， 还 极 有 必要 寻 况 其 他 途径 。 其 中 一 种 努力 


方向 是 找到 能 产生 素数 的 某 些 特殊 方法 ， 或 者 说 寻找 素数 的 表达 公式 。 



























































































































































在 数论 领域 留 下 不 可 磨灭 足迹 的 费 马 沿 此 方向 迈 出 了 第 一 步 。 正 如 在 上 一 章 中 我 
们 已 经 介绍 过 的 ， 费 马 在 1640 年 对 22 +1 这 类 数 做 了 探讨 。 他 发 现 当 nn 取 0、1、2、 
3、4 时 ， 对 应 值 分 别 为 3、5、17、257、65 537， 这 几 个 数 都 是 素数 。 于 是 ， 费 马 提 
出 形 如 2”+1 的 数 一 定 为 素数 。 对 费 马 所 研究 的 2”+1 这 种 形式 的 数 ， 后 来 人 们 称 为 
费 马 数 ， 并 用 表示 。 费 马 当时 的 猜测 相当 于 所 有 费 马 数 都 一 定 是 素数 。 然 而 ，1732 
年 ， 欧 拉 发 现 F, 是 一 个 合 数 ， 因 此 费 马 的 猜想 是 错 的 。 随 后 的 研究 表明 ， 非 常 可 能 的 
情况 是 ， 在 所 有 的 费 马 数 中 ， 除 了 前 5 个 是 素数 外 ， 其 他 的 都 是 合 数 。 

























































































































































































































































































另 一 类 著名 的 素数 称 为 梅森 素数 。1644 年 ， 梅 森 出 版 了 《物理 学 与 数学 的 深思 》 
上 和。 他 在 书 的 序言 中 写 道 : “总 结 前 人 的 工作 和 我 个 人 的 研究 ， 可 以 得 到 结论 : 在 
n 和 257 的 数 中 ， 除 了 当 n=2、3、5、7、13、17、19 时 ，2” -1 是 素数 外 ， 并 猜想 
n=31、67、127、257 时 2” -1 也 是 素数 。 而 < 257 的 其 他 数值 ，2” -1 都 是 合 数 。” 
梅森 的 猜想 有 许多 错误 ， 但 人 们 为 了 纪念 他 并 对 他 的 努力 和 成 就 表示 敬意 ， 还 是 把 形 
如 2? -1 (p 为 素数 ) 的 数 称 为 梅森 数 ， 记 作 M,。 如 果 MM, 是 素数 ， 则 其 称 为 梅森 素数 。 
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历史 上 许多 人 曾 为 寻找 更 大 的 梅森 素数 而 努力 。 计 算 机 出 现 后 ， 有 关 最 大 梅森 素数 
(往往 也 是 最 大 的 素数 ) 的 纪录 不 断 被 刷新 。 然 而 , p 是 什么 素数 时 ， 梅 森 数 恰好 是 梅 
和 森 素 数 呢 ? 对 此 ， 却 没有 简单 的 法 则 可 以 遵循 。 























































































































在 寻找 素数 公式 方面 ， 著 名 数学 家 欧 拉 做 出 了 另 一 种 尝试 ， 他 开 膀 了 用 二 次 多 项 
式 表示 素 数 的 新 途径 ， 并 且 给 出 一 个 非常 美妙 的 多 项 式 f(n) = 到 +n+41。 这 个 式 子 具 
有 如 下 性 质 : 如 果 让 nn 取 0, 1, 2, …, 39 中 的 任 一 自然 数 ， 代 入 上 面 的 式 子 ， 可 以 发 现 
得 到 的 数值 总 是 素数 。 如 f(0) = 41, 7d) =43, …, (39) =1601 都 是 素数 ， 这 样 共 得 到 了 
40 个 不 同 的 素数 。 但 当 nn 取 40 时 ， 公 式 开 始 失效 ， 得 到 的 数 不 再 是 素数 。 也 就 是 说 ， 
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欧 拉 多 项 式 无 法 总 是 给 出 素数 。 











于 是 我 们 看 到 ， 经 过 不 懈 努 力 后 ， 数 学 家 找到 了 一 些 能 表示 素数 的 公式 ， 然 而 这 
些 公式 没有 一 个 能 总 是 产生 素数 。 真 正 有 用 的 、 理 想 的 产生 素数 的 公式 仍 遥 不 可 及 ， 


或 许 根 本 就 不 存在 这 样 的 公式 。 

























































































素数 的 分 布 



































在 素数 问题 中 ， 另 一 个 研究 方向 是 探讨 素数 的 分 布 ， 这 可 以 说 是 素数 性 质 研 究 


也 是 数论 中 最 重要 和 最 有 吸引 力 的 中 心 问题 之 一 。 在 这 方面 ， 一 种 探讨 途径 是 研究 具 



































































































































有 某 种 特征 的 素数 分 布 情况 。 沿 这 条 途径 ， 一 个 少见 的 一 般 性 结论 由 德国 数学 家 狄 


克 雷 获得 。 
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我 们 已 经 知道 素数 有 无 穷 多 。 那 么 对 于 具有 某 种 特征 的 素数 来 说 ， 情 况 又 如 何 
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呢 ? 在 这 类 问题 中 ， 较 简单 的 是 形 如 4 -1、42+1、3n+2、6 -1 等 的 素数 个 数 问 
题 。 不 难 证 明 上 述 这 些 类 型 的 素数 都 有 无 限 个 。 于 是 ， 我 们 可 以 再 推进 一 步 ， 考 虑 
个 一 般 性 的 问题 : 在 等 差 数列 pm +1,m = 0, 1, 2, … 中 是 否 有 无 穷 多 个 素数 ?” 显然 ， 当 
(k, zl 时， 数列 中 的 素数 不 可 能 无 穷 多 。(k. 1)=1 时 ， 情 况 又 如 何 呢 ? 法 国 数学 家 
勒 让 德 兽 提出 猜想 : 在 首 项 和 公差 互 素 的 算术 级 数 中 ,存在 着 无 限 多 个 素数 。 这 个 猜 
日 27 日 ， 狄 里 克 雷 向 柏林 科学 院 提交 了 一 篇 论文 ， 
在 论文 中 他 引进 狄 里 克 雷 L 函数 并 圆满 证 明了 勒 让 德 的 猜想 。 这 一 结果 被 称 为 等 差 妆 
列 的 素数 定理 或 狄 里 克 雷 定理 。 重 要 的 是 ， 狄 里 克 雷 的 证 明 还 开创 了 应 用 解析 方法 证 
明 数 论 问题 的 新 途径 ， 促 进 了 解析 数论 的 诞生 。 


























































































































































































































想 勒 让 德 本 人 没 能 解 沁 。1837 年 7 






































































































































































































































另 一 种 途径 则 是 探讨 整个 素数 在 自然 数 中 的 分 布 情况 。 在 探讨 整个 素数 的 分 布 
规律 中 ， 我 们 首先 想 了 解 的 是 ， 在 自然 数列 中 ， 能 不 能 确定 在 多 大 范围 内 ， 一 定 会 
个 素数 ?” 如 果 考 虑 固定 区 间 内 的 素数 分 布 情况 ， 得 出 的 结论 或 许多 少 有 点 出 人 
意料 。 事 实 上 ， 不 管 这 个 国定 区 间 有 多 大 ， 我 们 都 可 以 让 这 个 区 间 内 一 个 素数 都 
不 存在 。 换 一 种 说 法 ， 两 个 素数 之 间 的 距离 可 以 要 多 远 有 多 远 。 证 明 这 一 点 也 不 
利 难 。 
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设 N 是 任意 自然 数 。 我 们 把 数 (N+]D)!=1x2x3x4x…x(N+1) 记 作 五 。 























显然 ， H+2, 有 +3, …, 有 H+N, H+(N+1)， 这 NW 个 相 邻 的 数 都 是 合 数 而 非 素数 。 于 


最 近 的 那个 素数 ， 那 





















































是 ， 只 要 p 是 H+2 前 面 最 近 的 那个 素数 ， 而 g 是 H+(N+1) 后 理 
么 与 9 之 间 超 过 NN 个 数 都 不 是 素数 。 




































































因此 ,不管 X 有 多 大 ， 也 就 是 说 给 出 的 固定 区 间 有 多 大 ， 我 们 总 可 以 找到 两 个 
素数 ， 使 其 在 如 此 长 的 固定 区 间 内 不 存在 一 个 素数 。 素 数 之 间 的 间隙 竟然 要 多 大 有 
多 大 ! 










































































然而 ， 在 男 一 方面 ， 许 许多 多 的 素数 又 会 紧 挨 在 一 起 ， 成 对 地 出 现 。 这 就 是 字 生 


















































素数 对 问题 。 所 谓 李 生 素数 对 ， 即 3 与 5、5 与 7 这样 的 相 邻 素数 对 ， 其 定义 是 ， 若 
与 p+2 两 数 都 是 素数 ， 那 么 我 们 把 这 两 个 数 称 为 双生 素数 对 或 杰 生 素数 对 。 人 们 已 经 
发 现 许 许多 多 的 可 生 素数 对 。 一 个 令 数学 家 感 兴趣 的 理论 问题 是 ， 李 生 素数 对 是 否 有 
无 穷 多 ? 这 就 是 车 名 的 李 生 素数 对 猜想 。 这 一 问题 是 素数 理论 中 的 重要 问题 之 一 ， 记 
今 尚未 解决 。 
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通过 上 面 的 介绍 ， 我 们 看 到 素数 行踪 不 定 ， 令 人 难以 捉摸 。 没 有 任何 
神奇 的 公式 可 以 确切 地 告诉 你 哪些 数 是 素数 ， 哪 些 数 不 是 素数 。 而 在 素数 
分 布 方面 ， 一 方面 ， 素 数 之 间 可 以 相隔 任意 远 ， 其 间隙 可 以 要 多 大 有 和 多大; 
另 一 方面 ， 间 隔 小 到 2 的 挛 生 素数 对 可 能 有 无 限 多 ! 素数 的 分 布 就 局 部 来 
说 真是 变幻 莫 测 ， 不 可 捉摸 。 那 么 ， 素 数 的 分 布 真 的 没有 一 点 规律 可 循 
吗 ? 一 个 先 被 猜测 后 被 证 明 的 著名 结论 表明 素数 的 出 现 还 是 有 一 定 的 数学 
模式 的 。 








































































































































































































































































































如 果 我 们 放弃 细节 处 的 变化 ， 考 虑 整体 变化 ， 是 否 可 以 发 现 一 些 素数 
分 布 的 总 体 规律 呢 ? 是 否 存 在 一 个 公式 ， 它 能 给 出 小 于 x 的 素数 个 数 ? 或 


者 说 能 否 找到 一 个 小 于 指定 上 限 的 素数 个 数 的 近似 公式 ? 




















































































































对 此 的 研究 是 通过 当时 已 有 的 素数 表 进行 的 。 人 们 可 以 借助 素数 表 数 










































































出 在 某 个 范围 内 的 素数 个 数 ， 然 后 从 经 验 中 概括 出 猜想 ， 由 此 探寻 在 某 个 范围 内 素数 
个 数 可 能 遵循 的 模式 。 比 如 ， 我 们 可 以 数 出 在 1 到 10 之 间 有 4 个 素数 , 在 1 到 100 之 
间 有 25 个 素数 ， 在 1 到 1000 之 间 有 168 个 素数 …… 数 论 中 经 常用 x(x) 表示 不 大 于 x 
的 素数 的 个 数 。 于 是 有 x(10)=4,，x(100) = 25，zr(1000) =168 …… 在 有 了 更 大 的 素数 表 
后 ， 我 们 还 可 以 给 出 更 大 范围 内 的 素数 个 数 ， 如 下 所 示 : 


































































































































































































10 
100 
1000 











10 000 1229 

100 000 9592 

1 000 000 78 498 
10 000 000 664 579 
100 000 000 3 761 455 















































通过 数 素数 表 中 素数 的 个 数 ， 能 发 现 什 么 呢 ? 比较 明显 的 一 点 是 ， 素 数 间 的 “ 跨 
度 ”会 越 来 越 大 ， 或 者 说 素数 越 来 越 稀少 。 然 而 具体 到 某 个 范围 ， 素 数 的 分 布 仍然 
显得 变幻 莫 测 。 在 某 些 范围 内 素数 可 能 很 多 ， 但 在 另 一 个 范围 内 就 可 能 完全 没有 素 
数 。 而 在 某 个 固定 的 范围 内 ， 素 数 的 数量 既 非 连续 不 断 地 递增 ， 亦 非 递 诚 ， 而 是 杂乱 


无 章 地 变动 。 比 如 ， 同 是 间隔 100 个 连续 的 自然 数 ， 在 5800~5900 有 16 个 素数 ， 在 


































































































































































































































































































5900~6000 仅 有 7 个 素数 ， 在 6300~6400 多 达 15 个 素数 ， 而 6400~6500 仅 有 8 个 素 
数 …… 有 人 因此 把 素数 描述 为 在 自然 数 之 间 随 机 生长 的 野草 。 确 实在 许多 世纪 中 ， 数 
学 家 们 一 直 未 能 成 功 地 说 明 素数 的 构成 模式 。 伟 大 的 欧 拉 也 认为 素数 的 分 布 是 “人 类 
心智 永远 不 能 看 透 的 谜 "。 看 来 ， 要 想 看 透 素数 分 布 的 迷 ， 除 了 勤奋 地 用 平凡 的 计算 
去 识别 素数 和 计算 素数 的 个 数 外 ， 还 需要 深 选 的 洞察 力 。 重 大 突破 终于 在 18 世纪 末 


出 现 。 
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数学 家 勒 让 德 首先 公布 了 自己 的 发 现 。 在 对 素数 分 布 观察 后 ， 他 
归纳 法 得 到 一 个 素数 分 布 定律 : x(x) 大 致 等 于 。 这 一 公式 也 记录 在 其 

Inx—1.08366 
《数论 》(1808 年 ) 一 书 中 。 这 一 公式 中 的 1.083 66 看 起 来 有 些 奇怪 。 事 实 上 ， 这 个 数 
直 是 勒 让 德 在 检查 了 400 000 以 内 的 素数 表 之 后 得 到 的 ， 选 择 此 数 只 不 过 是 为 了 给 出 
尽 可 能 好 的 结果 。 因 此 这 是 一 个 名 副 其 实 的 经 验 公 式 。 阿 贝尔 在 1823 年 的 一 封 信 中 称 


这 个 结论 是 “在 整个 数学 中 最 值得 注意 的 ”。 





1798 年 ， 法 医 
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然而 ， 勒 让 德 的 发 现 刚 公布 ， 数 学 之 王 高 斯 的 声明 随 之 而 至 。 高 斯 说 自己 早已 在 
几 年 前 就 已 发 现 了 素数 个 数 函数 与 对 数 函 数 之 间 存 在 的 这 种 奇妙 联系 。 由 此 导致 了 两 
人 之 间 一 场 激烈 的 论战 。 如 我 们 已 经 知道 的 ， 高 斯 习惯 于 把 自己 的 发 现 秘 而 不 宣 ， 或 
只 是 在 与 朋友 的 私人 通信 中 做 一 些 透 露 ， 而 不 幸 的 是 高 斯 与 勒 让 德 两 人 的 研究 工作 非 
癌 相 似 ， 结 果 两 人 的 争执 发 生 了 不 止 一 次 。 直 到 高 斯 去 世 后 ， 他 的 通信 被 公开 ， 人 们 
才 确 信 在 这 些 争论 中 高 斯 确实 是 领先 的 一 方 ， 如 在 素数 分 布 规律 方面 ， 高 斯 的 发 现 比 


勒 让 德 旱 了 6 年 。 




































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































1791 年 ，14 岁 的 高 斯 得 到 一 份 礼物 一 一 一 本 有 关 对 数 的 书 ， 其 中 书后 附 有 一 张 素 
数 表 。1792 年 ，15 岁 的 高 斯 在 对 素数 的 研究 中 ， 敏锐 地 注意 到 “对 数 ” 与 “素数 ”这 
两 种 看 上 去 毫 不 相干 的 事物 之 间 似乎 存在 着 某 种 联系 。 他 的 发 现 是 ， 素 数 分 布 的 密度 
差不多 与 其 自然 对 数 成 反比 ， 即 素数 的 分 布 密度 可 近似 地 用 一 来 描述， 此 小 于 x 
的 素数 个 数 x(x) 可 粗略 估计 为 让 

作为 在 不 大 于 整数 x 的 任意 大 整数 范围 内 素数 个 数 的 估算 公式 ， 高 斯 最 初 给 出 的 

























































































是 粗糙 的 。 当 x 变 得 越 来 越 大 时 ， 这 个 估算 与 真实 值 的 绝对 偏差 会 越 来 越 大 。 相 
比 而 言 ， 人 们 认为 勒 让 德 给 出 的 和 汪 效果 要 好 一 些 。 这 并 不 奇怪 ， 因 为 勒 让 
德 所 做 的 正 是 通过 修改 公式 来 模拟 已 知 数 据 。 但 随 着 更 大 范围 素数 表 的 建立 ， 人 们 发 
现 勒 让 德 的 公式 对 于 超过 10 000 000 之 后 的 素数 个 数 也 根本 谈 不 上 精确 。 而 且 公式 


看 上 去 相当 粗糙 的 修正 项 1.083 66， 使 得 数学 家 相信 肯定 有 更 好 、 更 自然 的 东西 隐藏 










































































































































































































































































在 背后 。 确 




















x dt 
Li(x) = | 和 7 
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实 ， 不久 后 高 斯 就 得 到 了 一 个 更 好 的 改进 结果 ， 他 给 出 一 个 对 数 积分 
作为 x(x) 的 估计 公式 。 这 一 结果 不 仅 形 式 上 更 加 优美 ， 而 且 结果 也 
表 对 照 给 出 了 几 种 公式 的 估算 效果 。 











A(x) 
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lnx —1.08366 


Li(x) 


函数 





1000 


168 


172 


178 





10 000 


1229 


1086 


1231 


1246 





100 000 


9592 


8686 


9588 


9630 





1 000 000 


78 498 73 


382 


78 543 


78 628 





10 000 000 


664 579 620 


421 


665 140 


664 918 





10 000 000 


3 761 455 5 428 
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5 768 004 





















































5 762 209 








现代 的 素数 表 可 以 更 好 地 证 实 高 斯 的 Li(x) 可 以 更 好 地 估计 z(x)。 比 如 ， 对 10 
以 内 的 素数 个 数 ， 高 斯 的 估计 值 与 真实 值 只 相差 了 十 亿 分 之 一 ， 而 勒 计 德 的 估计 值 则 









































相差 了 王 分 之 一 。 

















在 得 到 这 


x(x) 的 值 要 人 


























相当 准确 的 结果 后 ， 通 过 观察 ， 
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亿 或 10 000 亿 
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的 素数 进行 测试 ， 都 显示 出 





高 斯 的 公式 


有 点 情 























斯 在 内 的 数学 家 们 相信 这 种 情 
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E 穷 的 一 切 数 都 是 对 























































































































慨 。 这 强 
的 ， 从 而 产生 了 高 佑 素数 


猜想 是 正确 











趣 的 现象 : Li(x) 比 
多。 对 不 大 了 
也 诱惑 包括 


90 < 
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猜想 ， 即 在 任何 情况 下 总 会 有 x(x) < Li(x) 。 一 段 时 间 内 ， 人 们 相信 这 

的 。 然 而 ，1914 年 ， 英 国 数 学 家 李 特 伍德 证 明了 ， 在 充分 大 的 数字 范围 内 时 高 斯 
式 将 会 低估 素数 的 个 数 ， 而 且 这 种 颠倒 会 发 生 无 穷 多 次 。 观 察 欺骗 了 我 们 。1955 年 ， 
斯 古 斯 显示 这 种 低估 在 到 达 数 字 e” 之 前 某 处 出 现 。 这 个 数 约 相 当 于 10””。 这 个 难 
以 想象 的 大 数 ， 被 叫 作 斯 古 斯 数 ， 它 可 谓 是 “数学 中 迄今 为 止 为 确定 目的 服务 过 的 最 
大 数 ”。 
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Li(x) 作为 x(x) 的 一 个 估计 公式 已 经 非常 好 了 ， 那 么 它 是 否 还 可 以 进一步 改进 












































呢 ? 男 外 ， 一 个 重要 问题 是 ，Xx(x) 与 Li(z) 之 间 的 误差 究竟 有 多 大 呢 ? 在 下 一 节 中 ， 


我 们 将 看 到 数学 家 特别 是 极 具 独创 性 的 黎 曼 对 此 做 出 的 
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回 到 高 斯 与 勒 计 德 的 猜测 ， 他 们 的 工作 实质 上 关注 的 都 是 素数 分 布 的 一 种 总 体 趋 


势 ， 即 考察 x 越 来 越 大 时 x(x) 的 渐 近 趋势 。 而 在 渐 近 意义 上 ，- 二 _、 
lInx lInx—1.08366 



























































三 对 是 完全 等 价 的 。 因 此 ， 两 人 的 猜测 都 可 用 极限 语言 表述 为 jim Ze9 -1 ， 即 当 x 


21] 上 X->oo XX 





Ts 
赵 近 于 无 穷 大 时 ， 民 2 趋 近 于 1， 或 者 说 , x 趋 近 于 无 穷 夺 ，zCD ~ 二。 
































lInx 
然而 ， 在 做 出 证 明之 前 ， 人 们 还 不 能 确定 这 样 的 素数 分 布 法 则 是 否 正确 ， 数 学 家 


需要 找到 这 一 猜想 的 证 明 。 




































































侍 证 明 方 面 ， 首 先 迈 出 重要 一 步 的 是 俄国 数学 家 切 比 雪夫 。 他 在 1852 年 左右 ， 取 
得 了 一 项 重要 成 果 。 他 证 明了 存在 两 个 正 数 4 和 4,， 使 得 不 等 式 






















































































4 二 <zron< 二 二 r>2 
nix “lnx 


成 立 。 






































这 就 是 著名 的 切 比 雪夫 不 等 式 。 事 实 上 ,， 切 比 雪夫 也 正 是 从 这 一 结果 出 发 ， 证 明 







































































了 素数 理论 中 第 一 个 漂亮 的 结果 : 贝 特 兰 猜 想 。 这 一 由 法 国 数学 家 贝 特 兰 于 1845 年 提 















































出 的 猜想 是 ， 对 于 大 于 1 的 自然 数 N， 在 N~2N 之 间 ， 至 少 存在 一 个 素数 。 









































切 比 雪夫 迈 册 了 第 一 步 ， 但 这 一 步 离 证 明 高 斯 与 勒 让 德 关于 素数 分 布 的 猜想 还 有 
不 短 的 距离 。 当 时 一 位 数学 家 赛 尔 凡 斯 特 曾 对 这 一 猜想 的 前 景 做 出 展望 :“ 但 是 要 确定 
这 种 可 能 性 的 存在 ， 我 们 或 许 要 等 待 世界 上 出 现 这 样 一 个 人 ， 他 的 智 艳 与 洞察 力 像 切 
比 雪夫 一 样 ， 证 明 自 己 是 超人 一 等 的 。” 
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就 在 赛 尔 几 斯 特 说 这 些 话 时 法 国 数学 家 阿达 玛 出 生 了 ， 他 在 1896 年 证 明了 当 x 趋 
近 于 无 穷 大 时 ，Xx(x) ~ 一 。 比 利 时 数学 家 瓦 莱 ' 普 桑 (1866 一 1962 ) 在 同一 年 也 独 









































立 证 明了 这 一 结果 。 











法 国 着 名 数学 家 阿达 玛 (1865 一 1963 )， 在 多 个 数学 领域 都 做 出 过 重要 贡献 。 他 还 
完成 了 流传 很 广 的 《数学 领域 中 的 发 明 心 理学 六 
























































阿达 玛 
































年 为 中 国人 民 的 朋友 ，1936 年 春 ， 阿 达 玛 曾 接受 熊 庆 来 教授 的 邀请 在 清华 大 学 i 
学 三 个 月 。1963 年 10 月 ， 阿 达 玛 以 98 岁 高 龄 离开 人 世 。《 法 国 数学 学 会 会 刊 》 发 布 
了 消息 ， 并 配 以 一 幅 精美 的 阿达 玛 肖 像 。 若 名 数学 家 维 纳 讲 过 的 一 个 故事 可 以 通过 这 
肖像 得 以 证 实 。1935 年 ， 维 纳 教 授 在 中 国 讲学 时 ， 在 北京 古玩 店 淘宝 时 发 现 一 张 中 
国人 的 首 像 非常 像 阿达 玛 。 维 纳 把 画 买 下 ， 送 给 阿达 玛 。 阿 达 玛 非常 喜欢 ， 但 后 来 画 
还 是 丢 了 ,或 者 是 让 不 欣赏 这 幅 画 像 的 阿达 玛 太 大 藏 起 来 了 。 
































tT 



































































































































WW 








出 




















































































































































































































阿达 玛 、 普 又 的 证 明 使 高 斯 、 勒 让 德 的 猜想 成 为 确定 事实 。 从 间 题 的 提出 到 获 
得 解决 ， 人 花费 了 人 类 一 个 世纪 的 时 间 。 这 一 美妙 深刻 的 结果 现 被 称 为 素数 定理 。 这 一 
名 称 就 可 体现 出 它 的 重要 性 。 事 实 上 ， 素 数 定理 可 看 作 素数 分 布 理 论 的 中 心 定 理 。 这 

一 结论 也 被 称 作 全 部 数学 中 最 令 人 吃惊 的 成 果 之 一 。 一 方面 ， 素 数 虽然 看 上 
的 ,但 当 俯 隔 整个 自然 数 序列 时 ， 却 会 发 现 一 个 十 分 明显 的 模式 : x 越 大 ，4 
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近 一 - 。 男 一 方面 ， 这 个 定理 “将 素数 个 数 同 微 积 分 中 与 生物 增长 有 关 的 函数 连接 在 
Xx 

一 起 ”,， “刻画 了 在 素数 和 自然 对 数 函 数 之 间 的 简单 关系 ， 而 自然 对 数 一 眼 看 来 与 素数 

无 关 ”。 















































































































































此 外 ， 素 数 定理 之 所 以 重要 ， 不 仅 因 为 它 做 了 一 个 关于 素数 的 基本 、 优 雅 的 叙述 ， 
并 有 超出 数学 之 外 的 应 用 ， 还 因为 很 多 新 的 数学 公式 都 是 在 证 明 它 的 过 程 中 创造 出 来 
的 。 事 实 上 ，189%6 年 阿达 玛 与 普 桑 的 证 明 过 程 都 是 由 下 一 节 我 们 要 介绍 的 黎 曼 所 开辟 
的 ， 而 其 证 明 过 程 中 都 运用 了 高 深 的 解析 工具 ， 即 复 变 函数 方法 。 因 而 ,他们 对 素数 
定理 的 证 明 促进 了 解析 数论 的 进一步 发 展 。 






































































































































































































































素数 定理 的 初等 证 明 
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1896 年 以 后 ， 许 多 数学 家 认为 素数 定理 不 可 能 找到 至 多 只 用 一 些 初等 微 积分 的 


“初等 证 明 ”。1921 年 ， 英 国 数论 大 师 哈 代 在 哥本哈根 数学 学 会 发 表演 讲 时 说 ， 虽 然 
























































“断言 一 个 定理 肯定 不 能 用 某 种 方法 证 明 是 轻率 的 "， 但 是 素数 定理 的 初等 证 明 照 他 看 
来 是 不 可 能 的 。“ 如 果 谁 给 出 了 素数 定理 的 初等 证 明 ， 那 他 就 证 明了 现在 关于 数论 、 解 
析 函 数论 中 何谓 深刻 、 何 谓 肤 浅 的 见解 是 错误 的 …… 从 而 就 到 了 该 丢 挤 一 些 著 作 来 重 
写 理论 的 时 候 了 。” 哈 代 死 于 1949 年 ， 就 在 他 去 世 后 几 个 月 ， 埃 尔 德 什 与 他 的 一 个 同 
事 短 尔 伯 格 给 出 了 这 一 定理 的 相当 长 却 初等 的 证 明 。 证 明 中 除 e 与 nx 外 ,不 用 任何 
“超越 性 ”的 东西 ， 也 不 需要 高 深 的 微 积分 。 下 面 我 们 来 介绍 一 下 埃 尔 德 什 与 塞 尔 伯 格 
这 两 位 20 世纪 著名 的 数学 家 。 










































































































































































































































































































































































埃 处 德 什 


埃 尔 德 什 (1913 一 1996)， 是 匈牙利 数学 家 。 






































埃 尔 德 什 也 属于 那 种 极 具 数学 天 赋 的 数学 天 才 ，3 岁 时 他 已 能 解 算 3 位 数 的 乘法 ， 
4 岁 时 独自 发 现 了 负数 。 在 大 学 一 年 级 时 ， 他 发 表 了 一 篇 论文 ， 给 贝 竺 兰 猜想 一 个 初 
等 证 明 。 上 面 已 经 提 到 ， 此 结论 最 初 由 切 比 雪夫 证 明 ， 不 过 他 的 方法 比较 复杂 。 埃 尔 
德 什 相信 有 一 本 超 穷 的 天 书 ， 这 本 天 书 中 有 所 有 数学 定理 的 最 漂亮 、 最 完美 的 证 明 。 
而 切 比 雪夫 的 复杂 证 明 不 可 能 是 “天 书 ” 的 手笔 。 对 比 切 比 雪夫 与 埃 尔 德 什 的 两 种 证 
明 方 法 ， 有 人 评价 说 :“ 同 样 是 移 栽 一 枢 茧 蕉 ,， 切 比 雪夫 用 的 是 燕 汽 铲 车 ， 而 埃 尔 德 什 
只 用 汤 勺 就 做 到 了 。” 挨 尔 德 什 的 这 一 胜利 通过 下 面 的 一 支 小 调 传 遍 了 英语 国家 : 



































































































































































































































































































































切 比 雪夫 说 过 ， 我 再 说 一 遍 
在 n 和 2n 之 间 总 有 一 个 素数 存在 
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大 学 期 间 ， 埃 尔 德 什 还 给 出 贝 特 兰 猜想 一 种 推广 结果 的 一 个 初等 证 明 ， 并 作为 
己 的 博士 论文 于 1934 年 发 表 。 这 篇 论文 引起 了 柏林 大 学 著名 数学 家 和 舒 尔 的 注意 。 随 
后 ， 埃 和 尔 德 什 又 解决 了 几 个 问题 。 每 尔 大 为 惊讶 ， 称 他 为 “布达佩斯 的 魔术 师 "。 埃 和 尔 
德 什 在 狐 露 头角 后 ， 开 始 了 他 漫长 的 数学 生涯 。 
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世纪 伟大 的 数学 家 ， 埃 尔 德 什 可 谓 典 型 的 数学 苦行 僧 ， 他 抛弃 了 一 切 物 
质 享受 ， 没 有 妻子 和 孩子 ， 甚 至 居 无 定 所 。 他 的 生活 安排 就 是 能 把 他 所 拥有 的 时 间 最 
大 限度 地 用 于 数学 。 在 他 看 来 ， 私 有 财产 就 是 累 袭 ， 他 唯一 牵挂 的 财产 是 他 的 数学 笔 
记 本 。 他 一 生 写 满 了 10 本 数学 笔记 ， 并 总 是 随身 带 人 ， 以 便 随时 记 下 他 的 数学 灵 
感 。 他 的 思维 能 力 无 与 伦比 ， 却 对 日 常生 活 束手无策 。 他 把 一 生 都 奉献 给 了 一 项 专 

的 事业 ， 那 就 是 发 现 数学 真理 。 他 强调 说 ， 生 活 的 目的 就 在 于 证 明和 狂想。 甚至 在 他 
生命 的 最 后 25 年 中 ， 他 仍 每 天 工作 19 个 小 时 。 当 朋友 们 劝 他 悠 着 点 时 ， 他 总 是 回答 : 
“坟墓 里 有 的 是 休息 时 间 。”1996 年 9 月 20 日 ， 他 以 83 岁 高 龄 去 志 。 他 比 历史 上 任何 
其 他 数学 家 都 思考 了 更 多 的 问题 。 在 论著 数目 方面 ， 他 可 与 欧 拉 比 肩 。 据 统计 ， 在 不 
同 的 数学 领域 内 ， 他 共 发 表 了 1525 篇 高 水 平 的 学 术 论文 ， 其 中 1100 篇 论文 至 少 有 


位 合作 者 。 













































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































事实 上 ， 挨 和 尔 德 什 是 有 史 以 来 合作 者 最 多 的 数学 家 ， 由 此 在 数学 界 还 诞生 了 有 趣 
的 埃 尔 德 什 数 。 对 于 那些 直接 与 埃 尔 德 什 合作 的 人 ， 人 们 称 其 “ 埃 尔 德 什 数 ”( 简称 埃 
数 ) 为 1。 这 是 一 个 数学 界 都 羡 菜 的 代码 ， 意 味 着 与 大 师 本 人 合作 过 。 这 个 “ 埃 数 ”为 
1 的 俱乐部 成 员 多 达 485 人 。 这 个 代码 可 以 依次 推 下 去 。“ 埃 数 ” 为 2， 意味 着 与 和 人 
合作 写 过 论文 的 人 合作 过 。“ 埃 数 ” 为 3 是 说 与 埃 尔 德 什 的 合作 者 的 合作 者 合作 写 过 ; 
文 。 已 知 的 仍 活跃 的 数学 家 的 最 高 “ 埃 数 ”为 7。 像 我 们 这 种 与 埃 尔 德 什 挨 不 上 边 的 ， 
也 可 以 获得 一 个 “ 埃 数 ”: oo (无 穷 大 )。 
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埃 尔 德 什 又 是 20 世纪 旅行 最 多 的 数学 家 。 他 没有 固定 住所 ， 是 一 位 巡回 访问 学 


最 
民 多 时 间 花 在 路 上 。 在 60 多 年 的 数学 生涯 中 ， 他 带 着 两 件 旧 行事 ， 不 停 奔 波 在 

































































SN 







































































各 大 洲 的 大 学 数学 系 和 研究 中 心 之 间 。 








他 经 常会 出 现在 一 个 数学 同事 的 门 阶 上 ， 宣 布 























“我 的 大 脑 敞开 了 ”， 然 后 就 和 这 位 数学 家 工作 一 两 天 ， 





























直到 大 烦 了 














或 者 他 的 东道 主 疲 

































































和 急 不 卉 。 这 时 ， 他 又 会 去 拜访 另 一 家 。 他 在 25 个 以 上 的 国家 研究 过 数学 。 他 的 座右铭 























“ 另 一 个 屋 榴 ， 男 一 个 证 明 ”。 

















埃 尔 德 什 在 提问 题 并 促使 这 些 问 题 得 以 解 
人 


















































决 方面 也 堪 称 世界 第 











































































































在 全 世界 发 掘 神童 为 自己 的 使 命 。 挨 尔 德 什 是 这 样 : 
炮 似 地 砸 向 他 们 ， 好 像 他 们 是 职业 数学 家 似 的 。 埃 尔 德 什 在 这 方面 























报 。 许 多 有 数学 天 赋 的 年 轻 人 在 他 的 培养 下 














1984 年 ， 他 由 于 在 众多 数学 领域 
































天 数学 界 最 负 盛 名 的 沃 尔 夫 奖 。 





i) 











埃 尔 德 什 的 主要 贡献 在 数论 、 组 合 学 、 概 率 论 、 集 合 论 和 数学 分 析 等 方面 ， 他 被 












































各 史 以 来 最 伟大 的 离散 数学 家 。 在 数论 方 














的 贡献 ， 以 及 他 个 人 


E 上 了 数学 研究 的 

















一 。 埃 尔 德 什 还 以 


说 养 年 轻 人 的 : 把 一 个 个 问题 连珠 

















的 付出 得 到 了 极 大 





道路 0 
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世界 数学 家 的 合作 而 









































的 重 中 之 重 。 素 数 是 埃 尔 德 什 的 亲密 月 
































而 ， 他 的 工件 
























































沉浸 在 素数 世界 中 的 他 与 素数 之 间 似 3 

































































耗费 了 大 量 时 间 的 人 。 












































在 素数 问题 上 ， 埃 尔 德 什 取得 的 最 伟大 的 j 
素数 定理 。 同 时 获得 这 一 突破 成 果 的 还 有 塞 尔 伯 











FF 有 着 某 种 奇妙 的 窗 忆 








格 。 

















生 利 就 是 ， 








F 尤 为 出 色 。 而 素数 又 是 人 
朋友， 他 在 素数 方面 的 洲 博 知识 无 人 可 比 。 常 常 
关系。 对 于 素数 问题 ， 他 
的 洞察 力 异 稼 敏锐 ， 每 当 听 到 有 关 素数 的 一 个 新 问题 时 ， 他 经 党 很 快 就 超过 那些 为 出 
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在 1949 年 

















] 初 等 方法 证 明了 
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塞 尔 伯 格 (1917 一 2007)， 是 挪威 育 美 籍 数学 家 。 




































































































































































塞 尔 伯 格 的 父亲 和 两 个 兄弟 都 是 数学 教授 。 受 家 庭 环境 的 感染 和 恒 陶 ， 他 自 幼 就 
喜欢 数学 。 大 约 在 13 岁 时 ， 他 开始 自学 高 等 数学 。 当 看 到 莱 布 尼 苞 公式 后 ， 他 感到 非 
四 1 下 可 要 a ee 
常 惊奇 。 在 他 看 来 ， 7=1 pe 了 +… 这 个 公式 实在 美 极 ] ; 单数 1、3、5… 这 样 





























的 组 合 就 可 以 给 出 x。 对 于 一 个 数学 家 来 说 ， 此 公式 正如 一 幅 美 丽 图 画 或 风景 "。 从 
此 ， 他 对 数学 更 加 心 驰 神往 。 后 来 他 又 读 了 哥哥 借 的 印度 数学 奇才 拉 马 努 金 的 全 集 ， 
他 的 想象 力 被 唤起 了 ， 他 发 现 了 新 大 陆 。 

















































































































通过 自学 以 及 阅读 父亲 书架 上 大 量 的 数学 书 ， 塞 尔 伯 格 在 1935 年 进入 大 学 时 已 











































































































经 能 够 做 出 原创 的 工作 了 。1942 年 ， 赛 尔 伯 格 完成 博士 论文 “ 论 黎 曼 《 函数 的 零 





















































点 ”， 这 是 黎 曼 零点 研究 上 取得 的 一 项 重大 进展 。 他 在 第 二 次 世界 大 战 时 做 出 的 这 一 突 

















破 ， 在 战 后 的 1946 年 开始 被 人 所 知 。 普 林 斯 顿 高 等 研究 院 的 著名 数学 家 外 尔 (1885 一 
1955 ) 在 欧洲 做 长 途 旅行 时 ， 听 说 了 塞 尔 伯 格 的 漂亮 结果 ， 于 是 邀请 他 到 高 等 研究 院 
工作 。1949 年 ， 赛 尔 伯 格 完成 素数 定理 的 初等 方法 证 明 ， 线 动 了 数学 界 。1950 年 ， 年 
仅 32 岁 的 塞 尔 伯 格 荣获 菲 尔 北 奖 。 此 后 ， 他 又 在 许多 数学 分 支 做 出 如 
FE ， 这 位 成 就 卓著 的 数学 家 又 薪 获 沃 尔 夫 数学 奖 。 










































































































































































要 贡献 。1986 
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在 塞 尔 伯 格 看 来 ， 数 学 是 一 种 最 激动 人 心 的 智力 活动 。 他 曾 感慨 地 说 :“ 我 很 
那些 没有 研究 数学 的 人 ， 我 觉得 他 们 失去 了 一 种 最 激动 人 心 的 丰富 智力 活动 的 回报 。 
这 或 许 正 是 他 生命 不 止 、 研 究 不 止 的 动力 所 在 吧 。 作 为 数论 家 中 的 一 位 巨 挝 ， 窒 尔 伯 
格 在 长 期 数学 生涯 中 研究 过 许多 经 典 问题 ， 并 为 众多 领域 贡献 了 重要 的 证 明和 技术 。 
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在 研究 数学 的 风格 上 ， 塞 尔 伯 格 与 埃 尔 德 什 提 然 不 同 。 他 习惯 于 单枪匹马 地 工作 。 
如 在 第 二 次 世界 大 成 中 ， 他 无 法 得 到 国外 的 科学 杂志 ， 他 与 数学 界 的 交流 彻底 中 断 了 。 
对 此 ， 他 认为 是 一 个 微 励 ,“ 这 就 像 在 监狱 中 一 样 ， 你 与 世 隔绝 ， 从 而 可 以 全 神 贯 注 于 
你 的 工作 ， 不 会 被 他 人 的 工作 影响 。 从 这 点 来 看 ， 我 认为 这 种 状态 对 于 做 自己 的 工作 
还 是 相当 不 错 的 ”。 这 种 自足 的 态度 贯穿 了 塞 尔 伯 格 整个 数学 人 生 。 这 个 文静 甚至 有 些 
孤僻 的 人 ， 几 乎 从 不 与 他 人 合 写 论文 ， 他 唯一 的 一 篇 合作 论文 是 与 印度 数论 家 周 拉 合 
作 完 成 的 。 另 一 次 差 一 点 完成 的 合作 恰 发 生 在 他 与 埃 尔 德 什 之 间 ， 两 人 曾 打 算 在 素数 
定理 的 证 明 方面 合 写 一 篇 论文 ， 然 而 最 终 悲剧 性 的 结局 却 给 两 人 都 留 下 了 深 深 的 阴影 。 
关于 两 人 在 素数 定理 证 明 上 的 争端 曾 在 几 十 年 中 一 直 是 数学 界 的 传闻 和 猜测 的 一 个 热 
点 。 事 情 的 原委 大 致 如 下 。 



















































































































































































































































































































































































































































































1948 年 3 月 ， 善 于 用 初等 方法 攻击 数论 难题 的 塞 尔 伯 格 发 现 了 现在 所 称 的 “ 赛 尔 
伯 格 公式 "。 当 他 认识 并 喜欢 的 匈牙利 数学 家 图 兰 准备 离 开 普林斯顿 时 ， 塞 尔 伯 格 给 医 
兰 看 了 自己 的 这 一 公式 , 但 “没有 告诉 他 这 个 公式 的 证 明 ， 也 未 告诉 他 这 一 公式 的 可 
能 推论 及 我 在 这 方面 的 想法 "。 事 实 上 ， 赛 尔 伯 格 正 准 备用 这 一 公式 得 出 素数 定理 的 


个 初等 证 明 。 在 告诉 图 兰 自己 的 公式 ， 但 对 自己 的 下 一 步 打 算 只 字 未 提 后 ， 塞 尔 伯 格 
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离开 了 研究 所 9 天 。 就 在 他 离开 期 间 ， 图 兰 在 研究 所 做 了 一 次 演讲 ， 演 讲 结 束 后 的 简 
短 讨论 中 ， 图 兰 提 到 了 塞 尔 伯 格 公式 。 在 座 的 图 兰 的 好 朋友 埃 尔 德 什 立刻 意识 到 赛 尔 
格 公式 可 能 与 素数 定理 关联 。 他 的 直觉 告诉 他 ， 可 以 先 利 用 赛 尔 伯 格 公式 推出 一 个 
结论 ， 即 当 素 数 增 大 时 ， 两 相 邻 素数 之 比 趋 于 1。 如 果 这 一 中 间 和 定理 得 到 证 明 ， 他 就 
可 以 进而 去 实现 素数 定理 初等 证 明 的 最 终 目 标 。 当 赛 尔 伯 格 回来 时 ， 发 现 埃 尔 德 什 已 
经 满怀 热情 地 投身 于 这 一 工作 ， 并 且 不 久 埃 尔 德 什 就 告诉 了 他 自己 打算 证 明 的 中 间 定 
里 。 深 感 不 悦 的 塞 尔 伯 格 为 了 给 埃 尔 德 什 泼冷水 ， 就 说 他 怀疑 无 法 从 自己 的 公式 导 昌 
埃 和 尔 德 什 要 证 明 的 中 间 定 理 ， 因 此 很 可 能 无 法 导出 素数 定理 的 初等 证 明 。 赛 尔 伯 格 其 
还 布 了 一 个 迷 魂 阵 ， 说 他 已 构造 出 一 个 反例 。 这 一 反例 意味 着 ， 从 赛 尔 伯 格 的 公式 
不 能 推出 素数 定理 。 这 种 想 把 埃 尔 德 什 引入 歧途 的 做 法 不 仅 没 有 成 功 ， 而 且 为 后 来 的 
争论 埋 下 了 祸根 。 第 二 天 ， 埃 尔 德 什 就 告诉 塞 尔 伯 格 ,说 他 已 证 明了 中 间 定 理 。 很 快 ， 
赛 尔 伯 格 利用 埃 尔 德 什 的 定理 完成 了 素数 定理 的 证 明 。 埃 尔 德 什 非常 高 兴 ， 并 设想 两 


起 发 表 一 篇 论文 ， 并 讲 明 各 自 对 这 一 证 明 的 贡献 。 
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论文 前 未 写成 ， 埃 尔 德 什 已 开始 像 以 前 习惯 的 那样 ， 向 他 众多 的 通信 者 寄 明 信 片 
报喜 ， 告 知 他 们 说 他 已 与 奢 尔 伯 格 攻克 了 素数 定理 。 结 果 ， 当 时 远 不 如 埃 尔 德 什 有 名 
的 塞 尔 伯 格 所 磁 到 的 每 一 个 人 都 将 这 一 证 明 “ 完 全 地 或 至 少 是 实质 上 ”归功 于 埃 尔 德 
什 。 一 件 偶 然 事 件 让 寨 尔 伯 格 感到 丢脸 。 一 位 陌生 的 数学 家 在 碰 到 他 时 ， 对 他 说 :“ 你 
知道 吗 ? 埃 尔 德 什 和 那个 谁 已 经 用 初等 方法 证 明了 素数 定理 了 。” 被 深 深 激 怒 的 塞 尔 { 
格 立刻 坐 下 来 ， 重 新 投入 研究 。 结 果 他 找到 一 条 通过 他 的 公式 推出 素数 定理 的 新 途径 ， 
这 一 方法 不 需要 依赖 埃 尔 德 什 的 贡献 。 于 是 ， 他 决定 单独 发 表 自 己 的 证 明 。 
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塞 尔 伯 格 的 误导 当真 的 埃 尔 德 什 相信 ， 他 在 这 一 问题 的 解决 中 起 到 了 关键 作用 ， 
因此 他 对 塞 尔 伯 格 的 做 法 非常 不 满 。 最 终 ， 塞 尔 伯 格 将 其 论文 投 给 有 声望 的 《数学 纪 
事 》。 埃 尔 德 什 的 文章 先 投 到 《美国 数学 学 会 画报 》》 但 被 拒绝 发 表 ， 后 发 表 在 《全 国 
科学 院 学 报 》 上 。1950 年 ， 赛 尔 伯 格 获 菲 尔 兹 奖 ， 其 中 一 个 主要 原因 是 他 对 素数 定 汉 
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的 初等 证 明 。1952 年 ， 埃 尔 德 什 也 因为 给 出 素数 定理 的 初等 证 明 ， 获 得 了 与 菲 尔 兹 奖 
荣誉 相近 的 柯 尔 奖 。 两 人 的 贡献 都 顾 得 了 数学 界 的 认可 。 

































































事后 分 析 这 起 事件 ,我 们 可 以 说 ， 两 人 不 同 的 研究 方式 是 导致 这 次 冲突 的 一 个 重 
要 原因 。 对 埃 尔 德 什 来 说 ， 数 学 的 目的 在 于 证 明 与 狂想， 并 且 要 尽 可 能 快 地 去 证 明 与 
猜想 。 为 此 ， 他 乐于 寻求 合作 者 ， 并 与 别人 分 享 发 现 。 在 这 种 共享 中 ， 挨 和 尔 德 什 常 表 
出 罕有 的 坦荡 和 军 怀 。 但 对 赛 尔 伯 格 来 说 ， 他 宁愿 按 自己 的 步调 孤军 奋 成 ， 埃 尔 德 什 
进攻 性 的 数学 研究 方式 太 过 出 格 ， 令 人 难以 接受 。 不 同 的 数学 家 有 不 同 个 性 ， 也 有 不 
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同 的 研究 方式 ， 这 是 完全 可 以 理解 并 应 表示 尊重 的 。 就 历史 而 言 ，20 世纪 以 前 ， 数 学 
的 合作 可 以 说 是 凤 毛 脱 角 ， 那 时 的 重大 结果 大 多 只 与 一 个 人 的 名 字 有 关 。 但 20 世纪 以 
后 ， 数 学 研究 方式 逐渐 发 生 了 重大 转变 ， 合 作 发 表 论 文 不 仅 不 足 为 奇 ， 而 且 已 形成 新 
的 风气 。 在 这 种 情况 下 ， 合 作者 之 间 如 何 处 理 好 双方 关系 就 成 为 一 个 值得 玩味 的 问题 。 
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塞 尔 伯 格 、 埃 和 尔 德 什 对 素数 定理 的 初等 证 明 ， 是 素数 研究 中 的 一 项 重大 突破 ， 它 
表明 在 对 付 素 数 定理 这 样 重要 的 结论 时 ， 并 非 一 定 要 使 用 “飞机 、 大 炮 ”"， 用 “步枪 ” 
就 够 了 。 让 数学 界 大 吃 一 惊 的 这 一 证 明 在 当时 引起 了 禾 动 效应 。 然 而 这 个 很 美的 证 明 
没有 产生 如 哈代 所 预料 的 革命 性 效果 ,没有 哪 本 书 因此 要 被 抛弃 ， 也 没有 一 种 理论 
因此 而 需要 重 写 。 回 顾 一 下 ， 这 并 非 数学 中 如 此 重要 的 作品 。 事 实 上 ， 素 数 定理 的 初 
等 证 明 已 是 一 颗 上 昨夜 星辰 ， 现 在 它 已 差不多 成 为 一 个 脚注 了 。 
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第 三 节 
素数 的 音 和 于 与 黎 曼 零点 

















高 斯 、 勒 让 德 的 工作 标志 着 素数 研究 方向 的 转变 。 在 此 之 前 ， 多 少年 

来 ， 人 们 总 是 倾向 于 去 预测 下 一 个 素数 的 准确 位 置 ， 或 是 找到 某 个 可 以 生 

成 素数 的 公式 。 然 而 ， 这 类 努力 全 以 失败 而 告终 。 而 高 斯 与 勒 让 德 不 再 拘 

泥 于 预测 下 一 个 素数 的 确切 所 在 ， 不 再 关注 究竟 哪些 数 是 素数 ， 而 是 转向 

一 个 全 新 的 问题 : 任意 给 定 一 个 数 x ， 是 否 存在 某 个 方法 ， 可 以 估计 从 1 到 

x 之 间 素 数 的 个 数 ? 通过 退 后 一 步 并 问 了 这 样 一 个 更 普遍 的 问题 ， 令 人 惊 
讶 的 规律 从 迷雾 中 显现 了 。 























































































































































































































































































































换言之 ,在 此 之 前 ， 人 们 在 倾听 素数 的 音乐 时 ， 注 重 的 只 是 单个 音符 ， 
无 法 听 到 整个 作品 ， 然 而 当 考 虑 究竟 存在 多 少 个 素数 时 ， 人 们 才 找 到 了 倾 
听 主 旋律 的 方法 。 多 年 后 ， 德 国 著 名 数学 家 黎 曼 在 此 基础 上 ， 把 对 素数 分 
布 的 研究 推 向 壮丽 的 匮 峰 ， 奏 响 ] 有 关 素 数 分 布 的 神秘 乐章 ， 并 为 后 
世 数 学 家 留 下 一 个 琶 力 无 穷 的 伟大 谜团 。 
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黎 曼 (1826 一 1866 )， 是 历 





1826 年 9 月 17 























中 象 力 与 独 


历史 上 最 具 想 
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kh 创 力 的 数学 家 之 一 。 
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到 的 一 个 小 村 庄 。 从 幼年 起 ， 他 就 是 一 个 胆 小 、 
起 人 们 的 注意 。 大 约 6 岁 时 ， 他 的 数学 才能 


[~ -大 -7 二 


E 德 





















































信 入 有 
长 。 他 不 仅 解决 了 所 
日 妹 。10 岁 轩 
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的 兄弟 
过 了 老 和 

让 他 随意 使 用 
了 校长 书架 J 
了 书 ， 当 校长 
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也 跟着 一 位 职 
好 的 解答 。 畴 
人 允许 他 可 以 不 
的 《数论 》 这 是 一 


“你 读 了 多 少 ” 
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也 的 数学 问题 ， 而 且 还 编造 更 困难 的 难题 来 捉弄 

业 教师 学 习 更 高 级 的 算术 和 几何 ， 而 他 很 快 超 
的 校长 注意 到 他 的 数学 才 和 全 
学 数 入 岁 时 ， 黎 曼 借 
本 的 书 。6 天 后 ， 
BB 写 得 非 
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上 数学 庄 
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常 奇妙 ， 








时 ， 黎 曼 





本 

















握 了 它 。” 在 | 


F 之 后 的 毕业 考试 














这 
， 校 长 拿 勒 让 德 一 些 问 题 来 
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的 成 绩 非 常 好 。 也 多 亏 勒 让 德 ， 


他 ， 


书 里 日 
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F 轻 的 黎 曼 在 心中 种 下 了 一 粒 种 子 ， 
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它 将 会 绽放 出 绚丽 的 花 条 。 在 














学 时 ， 黎 曼 以 惊人 的 速度 进行 自学 ， 他 不 仅仅 学 习 ] 
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勒 让 德 的 闭 作 ， 还 学 习 了 欧 拉 的 着 作 ， 设 悉 了 微 积 分 及 其 分 支 。 如 这 位 校长 后 来 
的 ,“ 在 当时 ， 他 就 已 经 可 以 说 是 一 位 数学 家 了 。 站 在 他 的 身 旁 ， 作 为 老师 的 我 感到 自 
己 知识 的 贫乏 ”。 


也 | 







































































1846 年 ，19 岁 的 黎 曼 进入 哥 廷 根 大 学 。 一 年 后 ， 他 转 入 柏林 大 学 ， 成 为 雅 可 比 、 
狄 里 克 雷 等 杰出 数学 家 的 学 生 。 
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黎 曼 的 兴趣 是 广泛 的 ， 他 对 哲学 也 很 感 兴趣 ， 他 用 于 物理 的 时 间 与 用 于 数学 的 时 
间 不 相 上 下 。 作 为 一 个 物理 数学 家 ， 他 对 数学 中 很 可 能 具有 科学 应 用 价值 的 东西 的 直 
觉 ， 与 牛顿 、 高 斯 和 爱 因 斯 坦 是 同等 的 。“ 要 是 他 多 活 二 三 十 年 ， 很 可 能 会 成 为 19 世 
纪 的 牛顿 或 爱 因 斯 坦 。” 大 学 期 间 ， 由 于 对 物理 学 的 着 迷 ，1850 年 他 参与 了 一 个 数学 
物理 研究 班 。 由 于 耗费 了 过 多 的 时 间 ， 他 的 数学 博士 论文 直到 25 岁 时 才 交 出 。 
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这 篇 晚 交 的 论文 题目 是 《 单 复 变量 函数 一 般 理 论 基础 》 于 1851 年 11 月 初 ， 呈 
交 给 高 斯 审查 。 在 写 给 哥 廷 根 大 学 的 正式 报告 中 ， 高 斯 发 表 了 对 黎 曼 论文 的 正式 看 













































































法 :“ 黎 曼 先 生 交 来 的 论文 充分 说 明了 ， 作 者 对 所 论述 的 问题 做 了 全 面 深 入 的 研究 ， 作 
者 具备 真正 有 创造 性 且 活 跃 的 数学 头脑 。 作 者 的 表达 方式 清晰 简明 ， 一 些 地 方 很 优 
美 。…… 它 远 远 超出 了 博士 论文 所 要 求 的 标准 。” 

































































































































































一 个 月 后 ， 他 完成 了 论文 答辩 。 他 开始 希望 得 到 一 个 讲师 职位 ， 但 还 需要 作 一 次 
就 职 演 说 。 在 第 三 章 中 ,我们 已 经 介绍 过 ， 黎 曼 这 次 闭 名 的 演讲 开辟 了 以 后 被 称 为 黎 
曼 几 何 的 这 一 新 的 数学 分 支 ， 为 后 来 的 几何 化 物理 铺 平 了 道路 ， 其 工作 后 来 成 为 广义 
相对 论 的 数学 基础 。 







































































































































































1857 年 ，31 岁 的 黎 曼 得 到 助理 教授 的 位 置 。33 岁 时 ， 黎 曼 接替 了 去 世 的 狄 里 克 

雷 成 为 正教 授 ， 经 济 状态 由 此 有 了 改善 。 然 而 ,不幸 的 是 ， 黎 曼 生 来 体质 很 弱 ， 在 未 
能 获取 他 十 分 之 一 金色 收成 之 前 ， 他 于 1866 年 7 月 20 日 因 病 离开 了 这 个 世界 ， 年 仅 
“他 像 流 星 一 样 出 现 然后 消失 ， 他 活跃 的 时 间 只 不 过 15 年 "， 留 下 的 全 部 数学 














































































































































































































卷 。 然 而 其 为 数 不 多 的 著作 都 洋 洪 着 新 奇 的 思想 和 多 产 的 概念 ， 







































































指引 着 别人 去 开展 大 量 重 要 的 
































究 。“ 尽 管 黎 曼 的 文章 只 有 538 页 的 一 卷 ， 但 如 果 用 理 
































































































































































































































性 来 衡量 ， 这 一 卷 重 如 干 钧 。 他 众多 发 现 中 的 每 一 个 都 将 注定 改变 数学 的 进程 。” 

在 他 为 数 不 多 却 异常 深刻 的 数学 著作 中 ， 我 们 需要 提 到 的 是 他 在 数论 方面 的 贡献 。 
早 在 阅读 勒 让 德 的 书 时 ， 黎 曼 就 对 素数 之 这 产生 了 兴趣 。 勒 让 德 在 书 中 给 出 的 估算 素 
数 个 数 的 经 验 公 式 更 激发 了 黎 曼 的 灵感 。 为 了 改进 勒 让 德 的 结果 ， 黎 曼 写 出 并 公开 发 





























己 在 数论 方面 的 唯一 一 篇 论文 。 这 是 一 篇 不 到 10 页 但 内 容 极其 深刻 ， 并 

























































































发 性 的 论文 。 这 篇 论文 的 题 
德国 科学 院 院 刊 上 。 
研究 数论 的 方向 。 事 实 上 ， 





Ey 


是 《 论 小 于 给 定数 的 素数 个 数 》， 于 1859 年 11 月 发 表 
黎 曼 的 这 一 论文 提供 了 研究 数论 的 新 思想 和 新 方法 ， 开 辟 了 新 的 
这 篇 文章 的 发 表 翻 开 了 解析 数论 研究 的 新 篇 章 ， 从 此 微 积 

















































































































































































































分 的 有 力 方法 被 广泛 应 用 到 自然 数 问题 的 研究 上 。 
为 了 领略 黎 曼 的 思想 ， 我 们 需要 先 从 欧 拉 的 “数学 上 最 引 人 注 目的 发 现 之 一 " 
谈 起 口 
在 1737 年 左右 ， 欧 拉 引 进 了 一 个 特殊 函数 6(9 = 六 二 = 下 + 二 + 二 + 二 
同时 他 发 现 这 一 5 函数 与 一 个 只 有 素数 的 级 数 之 间 在 在 奇妙 关系 ， 即 


oo 



































公式 中 左边 的 求 和 对 所 有 的 自然 数 

















6(s)=2, 


n=1 


1 区 p 
7 国有 


T 代表 连 乘积 。 





























































































































































































































































































































行 , 右边 的 连 乘 积 只 对 所 有 的 素数 进行 。 举 一 个 例子 ， 取 s =2， 则 欧 拉 的 发 现 是 ， 
60= > i 3 = Sa 
欧 拉 发 现 的 这 一 无 穷 乘积 公式 是 他 素数 研究 中 所 做 出 的 最 为 重要 的 贡献 之 一 ， 曾 
标志 着 解析 数论 的 开始 。 所 谓 解 析 数 论 ， 是 数论 中 用 分 析 方 法 研究 数 的 性 质 的 一 门 分 
支 。 用 解析 数论 研究 素数 模式 的 关键 在 于 找到 能 提供 素数 信息 的 函数 。 而 欧 拉 函数 
正 是 人 们 寻找 到 的 第 一 个 这 样 的 函数 。 利 用 它 ， 可 以 将 自然 数 级 数 翻译 成 男 一 素数 级 
数 。 于 是 自然 数 与 素数 具有 的 这 种 关系， 使 欧 拉 5 函数 成 为 数学 家 理解 素数 的 一 种 有 
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效 工 具 。 欧 拉 本 人 曾 用 这 一 工具 给 出 了 素数 无 穷 多 的 另 一 有 趣 证 明 。1837 年 ， 德 国 数 
学 家 狄 里 克 雷 对 欧 拉 “函数 做 了 推广 ， 提 出 狄 里 克 仙 此 证 明了 车 名 的 等 
差 数 列 的 素数 定理 。 可 以 说 ， 狄 里 克 雷 的 工作 进一步 商定 了 解析 数论 的 基础 。 
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沿 着 欧 拉 开辟 的 道路 ， 向 前 近 出 更 重要 一 步 的 正 是 黎 曼 。 




















欧 拉 函数 ， 作 为 一 个 实数 (定义 在 实数 上 ) 到 实数 ( 什 为 实数 ) 的 函数 ， 是 一 个 
维 对 象 。 因 此 ， 虽 然 通 过 欧 拉 的 无 穷 乘积 可 以 让 它 与 素数 相 联系 ， 但 它 没有 丰富 的 几何 
结构 来 帮助 人 们 揭示 素数 的 模式 。 黎 曼 所 做 出 的 第 一 步 是 ， 用 复数 z 代替 实数 *， 使 
5 的 值 也 成 为 复数 ， 即 取 5 = 光志 (2=a+ 且 但 这 种 推广 存在 个 问题 ， 这 一 
无 穷 和 对 某 些 复数 没有 意义 。 歼 曼 为 此 迈 出 了 第 二 步 ， 他 用 一 种 称 为 解析 延 拓 的 精巧 
数学 方法 解决 了 这 个 难题 。 在 这 种 处 理 后 ， 除 了 z=1 这 一 特例 之 外 ， 我 们 可 以 计算 任 
何 复数 对 应 的 <(z) 值 。 经 过 这 样 解析 延 拓 后 得 到 的 函数 ， 仍 记 作 C2)。 
















































































































































































































































































上 
















































































在 历史 上 ， 黎 曼 并 不 是 第 一 个 在 欧 拉 上 函数 中 用 复数 z 代替 实 数 * ， 从 而 迈 出 第 一 
步 的 人 ， 但 他 却 是 迈 出 第 二 步 的 第 一人。 更 重要 的 是 ， 黎 曼 对 这 一 函数 做 了 深入 研究 ， 
因此 复 变 函 数 5(3) = 六 一 现在 被 恰当 地 称 为 歼 曼 5 函数 。 


n=1 
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下 面 我 们 就 来 简单 看 一 下 ， 黎 曼 在 1859 年 的 著名 论文 中 是 如 何 运用 函数 探讨 素 


数 模式 的 。 

































































在 上 一 节 中 ， 我 们 介绍 过 高 斯 给 出 了 r(o 的 一 个 很 好 的 估算 公式 Li()。 那 么 ,高 
斯 的 结果 是 否 还 可 以 进一步 改进 呢 ? 黎 曼 对 此 做 了 回答 。 他 先是 给 出 一 个 新 公式 ， 我 
门 不 妨 记 其 为 R(n)， 这 一 公式 与 高 斯 的 结果 相 比 更 为 精确 。 比 如 ， 在 小 于 1 亿 的 数 
高 斯 的 对 数 积分 公式 多 预测 了 754 个 素数 ， 而 黎 曼 的 公式 仅仅 多 出 97 个 ， 这 差不多 是 
十 万 分 之 一 的 误差 。 这 个 公式 从 根本 上 改进 了 高 斯 的 估计。 但 黎 曼 仍 不 满足 ， 他 不 希 
有 任何 误差 。 而 他 也 确实 找到 了 这 个 计算 素数 个 数 的 完全 精确 的 表达 式 。 这 一 可 以 
全 消除 误差 的 方法 正 与 他 所 引入 的 黎 曼 5 函数 紧密 相关 ， 更 具体 而 言 ， 是 与 黎 曼 
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“ 困 数 的 零点 紧密 相关 。 


















































比 平 凡 零 点 更 复杂 的 零点 称 为 非 平 凡 零 点 (non -trivial zero)。 对 数学 家 而 言 ， 真 正 重要 


刀 误 解 的 情况 下 ， 后 面 有 
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的 正 是 这 些 非 平凡 零点 (在 不 引 





称 为 零点 或 黎 曼 零点 )， 


























只 能 简略 地 描述 一 下 。 











函数 有 一 些 相当 明显 的 零点 z= -27 (7 为 正 整 数 )。 这 些 司 














所 谓 黎 曼 《 函 数 的 零点 ， 就 是 使 (CC)= 六 二 =0 (z=a+ 下 ) 的 z 值 。 黎 曼 指出 ， 

















单 的 零点 被 称 为 黎 曼 




















有 许多 其 他 零点 ， 这 些 











函数 的 平凡 零点 (trivial zero )。 除 这 些 零 点 外 ， 黎 曼 函 数 还 





































































































这 些 非 平凡 零点 直接 






















































































着 揭 开 素数 秘密 的 关键 。 比 如 ， 利 用 这 























的 素数 个 数 ， 即 给 出 x(x) 了 ? 





E 确 的 值 。 对 此 ， 我 们 






































些 非 平凡 零点 的 坐标 ， 可 以 得 到 | 




















F 几 零点 都 能 转化 为 其 自身 




















在 引入 歼 曼 6 函数 





























无 数 个 ， 因 此 存在 无 穷 个 波 ， 这 个 点 越 偏 北 ， 即 离 实 轴 (上 















































独特 的 波 。 这 样 的 零点 有 



























































上 ， 加 上 数 上 处 的 每 个 波 











立 的 波 高 越 大 。 有 
























































图 中 的 Re(z) 轴 ) 越 远 ， 对 








高 ， 不 同 的 波 高 正好 可 抵消 





























的 误差 ， 从 而 可 得 到 数 n 以 内 素数 个 数 的 





















































记 为 “素数 = 零点 = 波 ”。 但 注意 ， 并 非 每 个 














准确 公式 。 这 个 公式 可 以 用 


















































素数 都 对 应 一 个 零点 。 如 曙 

















我 们 将 这 个 波 看 作 声 



























































每 个 非 平 凡 零 点 都 像 是 


























b 么 可 以 得 到 更 为 生动 的 类 比 : 


音符 。 每 个 这 样 的 零点 都 发 























出 一 个 音符 ， 而 零点 的 束 














E 标 决定 了 对 应 声 站 














也 就 是 波 的 频率 )。 而 当 这 























些 





























产生 的 就 是 素数 的 




















去 本 的 音符 被 同时 奏 响 时 ， 




















因此 ， 素 数 曲线 就 像 管弦 乐队 












































等 个 零点 对 所 有 素数 都 产生 








的 声音 ， 而 零点 就 像 是 把 ; 

















5 音 分 解 成 不 同 的 频率 ， 作 
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作用 。 另 一 个 帮助 理解 的 类 比 是 ， 把 黎 曼 零 点 的 整个 集合 看 作 是 素数 的 全 县 图 。 如 果 




























































































能 够 “看 裔 ”所 有 的 零点 ， 那 么 我 们 就 会 看 到 素数 的 精确 图 像 ， 并 能 发 现 想 要 知道 的 

















































































































借助 于 图 形 我 们 可 以 更 好 地 看 出 ， 如 何 通 过 在 黎 曼 素数 个 数 公 式 上 加 上 修正 波 来 


摘 述 的 是 素数 个 数 。 而 呈 锯 齿 状 图 形 
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改进 这 个 公式 的 效果 。 在 下 图 中 ， 呈 阶梯 状 
表示 的 是 ， 黎 曼 函 数 R(n) 的 图 形 与 前 30 个 零点 (所 请“ 前 ”意味 着 靠近 实 轴 ) 产生 的 


波 的 合成 效果 。 























































































































6 RaoCD) 人 


0 3 10 13 20 






































当 黎 曼 5 函数 图 像 向 北 前 进 时 ， 每 磁 到 一 个 零点 我 们 就 加 上 其 相应 的 波 ， 而 这 个 
波 将 会 对 原来 的 图 形 进行 微小 扭曲 。 这 样 加 上 的 波 越 多 ， 得 到 的 合成 图 像 就 与 素数 个 
数 的 阶梯 状 图 像 越 接近 。 加 上 无 穷 多 个 零点 产生 的 波 后 ， 最 终 的 图 像 将 与 素数 个 数 的 
阶梯 状 图 像 完全 吻合 。 
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黎 曼 的 发 现 ， 揭 示 出 素数 与 零点 之 间 的 紧密 联系 。 于 是 ， 对 零点 分 布 进行 探讨 成 
为 极其 必要 的 事情 。 在 “最 杰出 和 具有 最 丰富 内 容 ” 的 8 页 论文 中 ， 黎 曼 写 下 了 自己 
对 此 高 屋 建 领 般 的 思考 ， 并 提出 了 关于 非 平凡 零点 分 布 的 几 个 猜想 。 其 中 最 重要 的 
个 猜想 被 称 为 黎 曼 猜想 ， 或 称 黎 曼 假 设 ， 其 内 容 很 简单 : 黎 曼 5 函数 的 所 有 非 平凡 零 
点 都 具有 形式 +bi 。 换 名 话说 ， 黎 曼 《 函数 的 所 有 非 平凡 零点 都 位 于 复 平面 上 实 部 为 


2 
> 的 直线 上 。 这 条 直线 后 来 被 称 为 临界 线 。 
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于 是 我 们 看 到 ， 在 黎 曼 的 引导 下 ， 一 条 素数 研究 的 前 所 未 有 的 道路 被 开启 了 。 先 
是 通过 黎 曼 上“ 函数， 随机 的 素数 与 “函数 的 非 平凡 零点 连接 起 来 。 素 数 的 分 布 问题 转 
化 为 黎 曼 零点 的 分 布 问题 。 而 零点 的 分 布 又 归结 为 黎 曼 猜 此 ， 黎 曼 猜 想 在 素数 





















































研究 中 占据 了 中 心地 位 。 在 黎 曼 卓越 的 思想 被 领 司 后 ， 慌 得 这 一 问题 价值 的 人 们 开始 
以 巨大 的 热情 去 攀登 这 座 数学 界 的 珠穆朗玛 峰 。 下 面 我 们 就 来 介绍 一 下 ， 在 通 向 揭示 
黎 曼 猜想 真 假 的 坎坷 道路 上 探索 者 们 留 下 的 足迹 。 

































































































































































数学 接力 棒 


























黎 曼 迈 出 了 关于 黎 曼 必 函数 非 平凡 零点 分 布 的 第 一 步 。 在 其 论文 中 ， 他 断言 ， 
C 函 数 C@)=》 上 上 (z=a+bi)， 所 有 非 平凡 零点 都 位 于 复 平 面 上 的 带 状 区 域 


0<a<1 内 ， 即 所 有 非 平 几 零点 都 落 在 实 部 属于 [0, 1] 的 带 状 区 域 。 黎 曼 的 这 一 断言 ， 
可 以 很 容易 被 证 明 。 





























































































































在 对 零点 分 布 的 研究 中 ， 黎 曼 还 指出 黎 曼 非 平凡 零点 具有 对 称 性 。 首 先 ， 非 平凡 
零点 关于 东西 向 的 实 轴 是 对 称 的 ， 即 上 半 复 平面 与 下 半 复 平面 的 非 平凡 零点 是 一 一 对 
应 的 。 由 这 一 对 称 性 ， 讨 论 时 可 以 只 考虑 虚 部 ( 即 Im(z)) 大 于 零 的 零点 。 人 们 又 把 这 
些 零点 以 虚 部 大 小 为 序 排列 ， 这 样 “ 前 W 个 零点 ” 指 的 是 虚 部 最 小 的 个 零点 。 另 
外 ， 临 界线 ( 即 穿 过 实 部 坐标 x = : 的 南北 向 直线 ) 也 是 一 条 对 称 铀 。 



























































































































































































































































以 上 两 点 表明 : 人 研究 零点 的 分 布 ， 只 需 研 究 带 状 区 域 0< 和 asl 的 右上 部 分 ， 即 
7<Re(s)=a<l, Im(z)=b>0 就 可 以 了 。 











以 处 泪 


Ev 


“309. 


SENASSANANNA 


CD 
Pe 
es 






































在 黎 曼 论文 发 表 30 多 年 后 ， 关 于 黎 曼 猜想 的 研究 出 现 了 第 一 个 重要 进展 ， 而 这 一 
进展 正 是 在 证 明 素数 定理 时 得 到 的 。 








































































































1895 年 ， 有 数学 家 证 明了 : 素数 定理 等 价 于 黎 曼 5 函数 在 Re(z)=1 的 直线 上 没有 
非 平凡 零点 。 这 为 素数 定理 的 最 终 证 明 铺 平 了 道路 。1896 年 ， 阿 达 玛 与 普 桑 两 人 独立 
证 明了 : 直线 Re(z)=1 上 没有 非 平 凡 零点 。 由 此 数学 界 期 办 了 世纪 之 久 的 素数 定理 获 
得 了 证 明 。 而 这 一 与 黎 曼 猜想 相关 的 证 明 也 成 为 黎 曼 猜想 上 的 一 个 突破 。 
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这 一 工作 使 人 们 对 黎 曼 5 函数 非 平凡 零点 分 布 的 信息 稍 近 了 一 步 。 由 于 
分 布 的 对 称 性 ， 我 们 可 以 进而 知道 ， 在 直线 Re(z)=0 上 也 没有 非 平凡 零点 。 由 此 ， 黎 
曼 得 到 的 “所 有 非 平凡 零点 都 位 于 复 平面 上 的 带 状 区 域 0<a<1 内 ”的 结果 可 以 改进 
为 “所 有 非 平凡 零点 都 位 于 复 平面 上 的 带 状 区 域 0<a <1 内 ”。 后 来 ， 这 一 区 域 被 称 为 





各 尼 并 
曼 零 点 
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临界 带 (critical strip )。 
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临界 带 
显然 ， 这 一 结果 与 黎 曼 猜想 还 相距 很 还 ， 但 它 对 数学 的 发 展 带 来 了 重要 影响 。 一 
方面 ， 素 数 定理 的 证 明 是 利用 解析 函数 论 在 黎 曼 函数 上 取得 突破 而 得 到 的 。 这 样 数 
学 分 析 的 威力 得 到 数论 专家 的 进一步 承认 ， 从 此 解析 数论 得 到 迅速 发 展 。 另 一 方面 ， 
这 一 远 远 弱 于 黎 曼 猜想 的 结果 即 可 推出 素数 定理 ， 由 此 可 一 斤 黎 曼 猜 想 被 证 明 后 的 

















































































































































































































三 
尽 和 


包 啊 。 因 此 ， 





























素数 定理 的 证 明 ， 大 大 提高 了 数学 界 对 黎 曼 猜想 的 关 祝 
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尔 伯 特 在 巴黎 第 2 届 国 际 数学 家 大 会 上 做 了 题 为 







































































I 列 出 了 23 


I。 从 此 ， 黎 曼 猜 想 


























个 数学 问题 ， 其 中 第 八 个 问题 


成 为 令 整 个 数学 界 所 瞩目 的 难 


















































1900 年 ， 伟 大 的 德国 数学 家 项 
“数学 问题 ”的 有 划时代 意义 的 演讲 。 演 
是 “素数 问题 ”， 黎 曼 猜想 被 列 入 其 
题 。 一 个 在 数学 界 流传 的 故事 可 以 说 明 这 一 猜想 在 希 尔 人 
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他 死 于 一 次 























德国 流传 着 一 个 关于 腓 特 烈 大 帝 一 世 巴 









































特 心中 的 地 位 。 















































FF 字 军 东 征 ， 死 后 埋 在 遥远 的 募 穴 里 ， 但 语 




















巴 罗 萨 的 传说 。 德 国 百 姓 喜欢 巴巴 罗 萨 ， 






































传 他 还 活 着 > 沉睡 在 上 法 尔 





















































的 一 个 洞 9 





BE。 只 要 德国 需要 他 ， 即 便 千 百 年 后 他 也 会 











:“ 假 如 你 能 




















特 说 ,“ 有 谁 






































苏醒 过 来 。 有 人 因此 问 希 尔 f 
























































正明 了 黎 曼 假设 了 吗 ?” 








像 巴 巴 罗 萨 那样 复活 ， 那 么 $ 




















随 着 时 间 的 推移 ， 黎 曼 猜 想 越 了 
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00 





FE 后 你 会 做 什么 ?”“ 我 想 问 , ”和希 尔 人 






















































































圣杯 的 道路 却 异常 曲折 。 











在 阿达 玛 、 普 桑 之 后 ， 对 黎 曼 猜想 发 动 成 功 攻 














k 越 成 为 数学 家 心目 








的 “圣杯 "。 然 而 ， 赢 得 这 一 





























和 的 是 朗 道 与 哈 拉 德 ， 玻 尔 。 























哈 拉 德 . 玻 尔 ， 上 丹麦 著名 数学 家 ， 伟 大 物理 学 家 尼 

















司 的 是 ， 他 还 是 一 名 出 色 的 足球 和 运动员， 当 获 得 数学 





尔 斯 . 玻 尔 的 弟弟 。 有 些 与 众 


博士 学 位 时 ,报纸 的 体育 版 对 
























































改 了 报道 ， 














F 面 的 照片 是 他 手 拿 


























碳 运 会 并 

















“ 打 起 背包 ”前 往 当 时 的 世界 数学 中 心 哥 廷 根 大 学 。 在 那里 ， 他 与 著名 数学 家 开道 























银牌 。 作 为 数学 家 ， 他 在 可 了 









































进行 了 合作 。 





F 哈 根 工作 ， 























个 足球 。 作 为 丹 妥 足球 队 的 主力 ， 他 曾 参 加 1908 



































但 同 许多 数学 朝圣 者 一 样 ,人 
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朗 道 就 是 我 们 上 一 章 提 到 过 的 于 























那 位 负责 

















这 个 并 不 容易 相处 的 人 对 学 生 非 常 严格 。 


准 



































月 ， 火 车 刚 要 离开 车 站 时 ， 朗 道 








去 度 蜜 

















守 


























令 道 :“ 校 对 完毕 ， 回 来 交 给 我 1” 












































f 查 费 马 大 定理 证 明 并 想 出 巧妙 办 法 的 人 。 




















说 ， 有 一 次 ， 他 的 一 个 学 生 结 婚 后 



































从 窗口 塞 进 一 倒 新 书 手 稿 ， 























以 六 涝 
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1914 年 ， 玻 尔 与 朗 道 在 合作 中 考 号 了 | 二 + ( 5>0 ) 这 一 区 域内 的 零点 个 数 ， 
并 与 在 此 范围 之 外 的 零点 数 相 比较 ， 他 们 证 明 无 论 5 多 么 小 ， 在 上 述 带 状 区 域内 的 零 
点 都 占 所 有 零点 的 绝 大 部 分 。 也 就 是 说 ， 包 含 临 界线 的 无 论 宽度 多 么 冠 的 带 状 区 域 者 
包含 了 几乎 所 有 的 非 平凡 零点 。 其 结果 用 更 简单 的 话 表述 就 是 ， 几 乎 所 有 非 平凡 零点 
都 落 在 临界 带 内 ， 或 者 说 几乎 所 有 非 平凡 零点 都 聚集 在 临界 线 附近 。 然 而 ， 值 得 一 提 
的 是 ， 这 并 不 意味 着 大 部 分 零点 落 在 临界 线 上 。 实 际 上 ， 这 一 结果 对 究竟 有 多 少 零 点 
落 在 临界 线 上 没有 提供 任何 信息 。 也 就 是 说 ， 从 朗 道 与 玻 尔 的 这 一 结果 我 们 无 法 得 知 
究竟 有 多 少 零点 落 在 临界 线 上 。 


































































































































































































































































































































































































































































































在 黎 曼 假设 问题 上 ， 朗 道 还 做 出 了 另 一 贡献 ， 在 其 《素数 分 布 理 论 手 册 》(1909 ) 
一 书 中 ， 他 介绍 了 素数 与 黎 曼 函数 之 间 的 奇妙 联系 。 在 这 本 书 出 版 之 前 ， 黎 曼 的 素数 
故事 在 数学 界 中 只 是 小 范围 流传 。 而 “这 本 书 的 出 现 让 一 门 仅 有 数位 探索 者 的 学 科 ， 
变 为 近 30 年 来 最 热门 的 学 科 之 一 ”"。 正 是 受 这 本 书 的 影响 ， 同 一 年 英国 数学 家 哈代 也 


在 探索 黎 曼 假设 的 征程 中 迈 出 了 重要 一 步 。 








































































































































































































哈代 (1877 一 1947)， 童 年 时 代 就 显示 出 其 数学 才能 。13 岁 时 ， 他 获得 奖学金 进入 
当时 以 数学 家 摇篮 而 著称 的 温 切 斯 特 学 院 学习 。1896 年 ， 他 又 获得 入 学 奖学金 并 进入 
剑桥 大 学 三 一 学 院 继续 深造 。 在 校 期 间 发 生 了 两 个 小 插曲 。 一 个 是 宗教 方面 的 ， 哈 代 
决定 不 相信 上 帝 。 对 他 来 说 ， 上 帝 是 他 的 敌人 。 第 二 个 则 与 考试 有 关 。 当 时 ， 剑 桥 有 
种 数学 荣誉 学 位 考试 ， 考 试 优 胜 者 可 以 获得 极 大 的 荣誉 。 然 而 ， 在 哈代 看 来 ， 这 种 
非常 呆板 的 考试 没有 意义 ， 因 为 它 根本 不 利于 发 挥 学 生 的 数学 想象 力 、 洞 察 力 或 作为 
个 有 创造 性 的 数学 家 所 应 具备 的 其 他 素质 。 但 他 不 得 不 屈服 于 这 种 考试 制度 。1898 
年 ， 他 在 数学 学 位 考试 中 获得 第 四 名 。1900 年 ， 在 更 权威 的 数学 荣誉 学 位 第 二 部 分 考 
试 中 ， 他 荣获 第 一 名 ， 并 得 到 了 三 一 研究 基金 。 为 此 ， 他 不 得 不 经 受 痛苦 煎熬 。 好 在 ， 
哈代 从 一 位 应 用 数学 家 拉 弗 那里 收获 了 幸运 。“ 第 一 个 使 我 拨 云 见 日 的 是 拉 弗 教授 ， 他 
教 了 我 几 个 学 期 ， 使 我 第 一 次 理解 了 分 析 这 个 概念 。 但 最 使 我 感激 的 是 他 建议 我 阅读 
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若 当 的 名 戎 《分 析 教 程 六 我 永远 不 会 忘记 我 读 那 本 杰作 时 的 震惊 ， 这 是 我 这 代数 学 家 
受到 的 第 一 个 启迪 ， 读 这 本 书 时 我 才 第 一 次 认识 到 数学 真正 意味 着 什么 。 也 是 从 那 时 
起 ， 我 走 上 了 一 个 真正 的 数学 家 的 道路 ， 对 数学 树立 了 正确 的 目标 ， 产 生 了 真正 的 激 
情 。” 于是， 在 结束 令 他 难以 忍受 的 考试 之 后 ， 他 便 以 极 大 的 热情 投入 到 真正 的 数学 
究 中 ， 并 于 此 后 的 岁月 里 在 多 个 数学 领域 做 出 了 重要 贡献 。 
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哈代 在 黎 曼 假设 上 得 到 的 突破 性 结果 是 ， 有 无 穷 多 个 零点 落 在 黎 曼 临界 线 上 。 要 





























































































































知道 ， 在 这 一 结果 被 证 明之 前 ， 人 们 通过 计算 找到 的 具体 零点 还 少 得 可 怜 ， 而 在 理论 
研究 中 
























































， 还 没 能 证 明 哪 伯 一 个 零点 落 在 临界 线 上 。 因 此 ， 哈 代 的 证 明 一 经 发 表 ， 即 令 
欧洲 大 陆 数 学 界 为 之 震惊 。 在 这 次 成 功 的 尝试 后 ， 黎 曼 假 设 成 了 哈代 最 希望 攻克 的 难 
题 ， 它 占据 了 哈代 相当 多 的 时 间 。 在 一 份 新 年 决心 清单 上 ， 他 列 下 的 第 1 个 目标 就 
是 “证 明 黎 曼 假设 "， 还 有 另外 5 个 不 可 能 实现 的 目标 ， 如 第 6 个 目标 是 “刺杀 墨 索 里 


尼 "。 相 比 之 下 ， 黎 曼 假 设 的 证 明 看 上 去 更 容易 一 些 。 





































































































































































































和 由 

















除 热衷 数学 研究 之 外 ， 哈 代 还 对 板 球 非常 感 兴趣 。 当 每 年 的 板 球赛 季 于 9 月 结束 
后 ， 喜 欢 阳光 的 哈代 总 是 习惯 在 英国 大 学 新 学 期 开学 之 前 去 拜访 哥本哈根 的 玻 尔 。 两 
人 每 天 的 工作 很 程式 化 : 早晨 放 一 张 纸 在 桌子 上 ， 哈 代 在 上 面 写 下 当天 将 要 完成 的 工 
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作 内 容 一 一 证 明 黎 曼 猜 想 。 但 他 们 一 次 次 地 失败 。 




















一 次 ， 因 为 新 学 期 的 到 来 ， 哈 代 不 得 不 返回 英国 。 当 他 准备 踏 上 小 船 时 ， 正 赶 上 

































































当时 海面 上 波涛 鸿 涌 ， 哈 代 很 担心 自己 的 安危 。 不 过 ， 他 还 是 上 了 船 ， 但 给 


























尔 可 J 


一 张 明 信 片 : "已 经 得 到 了 黎 曼 假设 的 证 明 ， 由 于 明信片 太 小 而 无 法 写 下 哈代 。” 在 哈 






































代 看 来 ， 他 的 敌人 的 上 营 不 会 让 小 船 沉 没 ， 因 为 如 果 船 沉 了 ， 了 哈代 淹没 了 ， 世 人 就 会 

















认为 他 与 黎 曼 假设 的 证 明 一 起 匡 身 海底 了 。 上 帝 当 然 不 会 计 他 号 




















这么 大 的 荣誉 。 绪 








果 哈 代 安 全 地 返回 了 英国 ， 而 黎 曼 假设 的 证 明 仍 惹 而 未 决 。 








与 埃 尔 德 什 一 


ot 

















单 ， 哈 代 很 善于 合作 。 在 他 的 密切 合作 者 中 ， 有 与 他 共同 工作 了 4 
FE 的 印度 传奇 数学 家 拉 马 努 金 ， 而 他 最 车 名 的 合作 者 则 是 李 特 伍德 。 
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代 年 轻 8 岁 。 他 也 是 剑桥 大 学 的 学 生 ， 而 且说 得 过 


有 慰 ! 侍 : 














李 特 伍德 (1885 一 1977),， 
琳 












































营 学 位 考试 第 一 名 。 他 与 哈代 一 样 ， 只 是 把 这 种 考试 看 作 不 得 不 参与 并 且 要 者 
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Mihil 
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就 准备 在 真正 的 数学 研究 中 一 试 身 手 。 他 询问 导师 ,希望 能 
找 一 个 恰当 的 问题 来 打发 漫长 的 暑假 。 当 时 英国 数学 界 很 孤立 ， 他 的 导 | 





















































币 对 黎 曼 假设 



































里 解 不 深 ， 他 认为 “ 黎 曼 假设 适合 于 最 聪明 的 学 生 ， 而 李 特 伍德 就 是 这 样 的 学 生 ”。 于 

















他 的 导师 平静 地 让 他 去 试 证 歼 曼 假设 。 对 这 一 问题 的 重要 性 、 


局 局 闻 
反问 - 
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E 度 都 一 无 所 知 的 

































































德 带 着 极 大 的 兴奋 和 自信 开始 了 自己 的 研究 。 在 这 次 与 黎 曼 猜想 的 最 初 接触 中 ， 
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是 ， 从 此 他 开始 “痴迷 于 这 个 难题 "。 在 他 的 学 术 生涯 中 ,他 人 花费 很 多 


《函数 和 黎 曼 假设 ， 并 在 此 过 程 中 证 明了 好 几 个 相关 的 结果 。 
























































































































































了 高 估 素 数 猜想 。 























另 一 项 直接 涉及 黎 曼 假设 的 重要 结果 是 他 与 哈代 于 1921 年 做 出 的 















































便 德 并 非 一 无 所 获 ， 他 得 到 了 一 些 为 欧洲 大 陆 数学 界 所 妆 知 的 结果 。 更 大 的 收获 











时 间 去 研究 黎 曼 


其 中 一 项 研究 前 面 提 到 过 。 在 1914 年 ， 他 严格 证 明了 : 只 要 x 足够 大 ， 总 会 存在 
一 个 区 域 ， 在 此 区 域 中 LiCo 给 出 的 素数 个 数 会 小 














真正 的 素数 个 数 x(x) ， 从 而 推翻 


。 两 人 在 哈代 7 






































年 前 结果 的 基础 上 又 迈进 了 一 步 ， 他 们 发 现 临 界线 上 不 仅 有 无 穷 多 个 零点 ， 而 且 其 趋 
































于 无 穷 的 速度 起 码 是 KT (其 中 为 大 于 零 的 常数 )。 


























这 一 精彩 的 结果 只 是 哈代 和 李 特 伍德 合作 结 出 的 硕果 之 一 。 两 人 的 合作 是 一 个 ? 







































































































































































7 年 的 合作 。 在 




























































































































































































J- 如 下 具体 原则 。 


























奇 的 动人 故事 。 自 1910 年 起 直到 哈代 1947 年 去 世 ， 他 们 进行 了 长 达 3 
此 期 间 ， 他 们 合 写 了 100 多 篇 论文 。 作 为 完美 的 搭配 ， 两 人 的 合作 看 
口 规则 一 : 无 论 他 们 写 给 对 方 的 信和 是否 正确 ， 都 不 重要 。 
口 规则 二 : 没有 强制 性 的 阅读 并 回复 对 方 来 信 的 要 求 。 
口 规则 三 : 两 人 尽量 不 要 同时 考虑 相同 的 问题 。 
口 规则 四 : 这 是 最 重要 的 原则 ， 为 了 避免 争吵 ， 所 有 的 论文 都 



























































其 中 一 人 对 此 毫 无 贡献 。 














合作 。 
大 的 英 


正如 玻 尔 评价 的 :“ 从 来 没有 人 基于 这 样 消极 的 规则 ， 完 成 了 如 此 如 











两 人 共同 署名 ， 
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对 数学 史上 最 闭 名 的 这 对 合作 ， 当 时 有 人 曾 开 玩笑 说 :“ 现 在 只 有 三 个 真正 伟 


国 数学 家 一 一 哈代 、 李 特 伍德 以 及 哈代 - 李 特 伍德 。” 最 后 一 个 指 的 是 两 位 同样 


要 并 且 融 洽 的 
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杰出 却 有 完全 不 同 个 性 的 科学 家 多 年 的 绝妙 合作 。 这 种 合作 造就 了 十 分 重要 的 成 果 以 
及 全 新 的 方法 ， 而 且 远 不 限于 数论 这 个 领域 。 在 人 们 看 来 ， 两 人 的 完美 合作 使 他 们 几 
平 融 为 一 体 了 。 































































































哈代 、 李 特 伍德 于 1921 年 合作 得 到 的 定理 作为 黎 曼 猜想 的 最 好 结果 保持 了 20 多 
年 。 然 而 如 果 考 察 这 一 结果 会 发 现 ， 它 所 确立 的 位 于 临界 线 上 的 零点 数目 相对 于 零点 
总 数 而 言 ， 其 渐进 比例 等 于 零 。 因 此 ， 它 离 黎 曼 猜 想 的 目标 还 极为 遥远 。 虽 然 在 随后 
月 中 ， 哈 代 、 李 特 伍德 又 耗费 了 无 数 心血 ， 然 而 都 未 能 将 黎 曼 猜想 的 证 明 再 推 
了 实 上， 到 后 来 因为 证 明 黎 曼 猜 想 的 屡次 失败 使 哈代 晚年 开始 倾向 于 相信 : 黎 
曼 猜 想 之 所 以 迟 迟 无 法 得 到 证 明 ， 或 许 只 是 因为 这 一 猜想 是 错 的 。 

























































































































































































































































































在 哈代 、 李 特 伍 德 的 工作 之 后 ， 接 过 接力 棱 在 黎 曼 假设 方面 取得 下 一 个 突破 的 是 
我 们 上 一 节 介 绍 过 的 塞 尔 伯 格 。 













































































第 二 次 世界 大 战 中 ， 赛 尔 伯 格 在 与 数学 界 隔 绝 的 情况 下 ， 深 入 研究 了 哈代 与 李 特 
伍德 的 工作 。1942 年 ， 他 终于 在 两 人 研究 的 基础 上 ， 通 过 改进 其 结果 ， 成 功 地 向 前 迈 
进 了 一 步 ， 辟 了 进军 黎 曼 猜想 的 新 途径 。 他 引入 的 新 想法 是 ， 比 较 临 界线 上 线段 
{0<t<T,x= 汪 与 临界 带 内 秆 形 <f<T，0<x< 了 中 零点 的 个 数 ， 若 前 者 的 零点 个 
数 记 为 N,(T) ， 后 者 的 零点 个 数 记 为 N(T) ， 则 黎 曼 猜想 无 非 是 想 证 明 N,(T) = N(7)。 
显然 ， 由 于 上 述 线 段 是 矩形 的 一 部 分 ， 因 而 N,(7T) < N(7T) ， 于 是 在 这 种 思路 下 ， 证 明 


想 等 价 于 证 明 N,(T)zceN(T), 且 c=1。 



























































































































































































































































党 
/是 
入 









































在 59 页 的 论文 中 ， 赛 尔 伯 格 证 明了 : 存在 一 个 常数 4, 使 得 N,(T)> 4TIn7T。 结 
合 以 前 的 研究 ， 他 的 这 一 证 明 相当 于 ， 存 在 一 个 常数 c, 使 N,(T)>=cN(T)。 这 意味 着 ， 
确实 存在 一 个 比例 c。， 并 且 随 着 考虑 更 多 的 零点 ， 这 个 比率 不 会 缩小 为 零 。 但 这 个 比 
例 究竟 是 多 少 呢 ? 赛 尔 伯 格 的 论文 中 并 没有 给 出 具体 的 数值 。 但 据 推算 ， 这 个 c 很 小 
《有 人 认为 c 约 为 百 分 之 一 ) 显然 ， 此 结果 离 黎 曼 猜 想 c = 1 相距 甚 远 ， 但 他 的 成 果 是 


拓 性 的 。 毕 竞 在 此 之 前 ， 哈 代 、 李 特 伍德 的 研究 虽然 证 明 有 无 穷 多 的 零点 落 在 临界 





























































































































































































































































































































































































































线 上 ， 但 未 能 证 明 这 无 穷 多 个 零点 是 所 有 零点 的 一 个 分 数 。 而 塞 尔 伯 格 的 结果 清楚 对 
明 临 界线 上 非 平 凡 零 点 所 占 比例 大 于 零 。 因 此 ， 其 突破 被 认为 是 黎 曼 猜想 研究 中 的 


个 重要 进展 ， 塞 尔 伯 格 也 因此 声名 更 起 。 
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又 过 了 20 多 年 ， 有 关 这 一 比例 的 具体 计算 终于 有 了 突破 性 的 进展 。 这 一 进展 是 


美国 数学 家 勒 文 森 (1912 一 1975 ) 做 出 的 。 

























































































1974 年 ， 勒 文 森 使 用 一 种 新 方法 得 到 了 对 临界 线 上 零点 比例 的 更 高 估计 。 最 初 ， 
他 得 到 一 个 非常 乐观 的 计算 结果 : 98.6% 的 零点 位 于 临界 线 上 ! 当 把 自己 的 一 份 手稿 
交 给 一 位 同事 时 ， 他 幽默 地 宣称 自己 可 以 把 这 个 比例 提高 到 100%， 但 他 要 把 剩 下 的 
1.4% 留 给 读者 去 做 。 信 以 为 真 的 这 位 同事 于 是 开始 传播 勒 文 森 证 明了 黎 曼 猜想 的 消 
息 。 然 而 ,不 久 后 ， 人 们 在 勒 文 森 的 结果 中 发 现 了 一 个 错误 。 在 改正 后 ，98.6% 降 为 
。 也 就 是 说 ， 他 证 明了 至 少 有 = 的 零点 位 于 临界 线 上 。1975 年 ， 勒 文 森 本 人 在 经 过 
异常 繁复 的 计算 后 ， 做 了 一 个 很 小 的 推进 ， 他 把 下 界 估计 提高 到 了 0.3474。 令 人 惊叹 


的 是 ， 惑 文 木 是 在 年 过 花甲 后 获得 其 重大 突破 的 。 不 久 后 ， 这 位 在 黎 曼 猜 想 研 究 中 留 
























































































































































































































































































































































































































































下 深 深 印 记 的 数学 家 死 于 癌症 。 



























































在 勒 文 森 之 后 ， 许 多 数学 家 使 用 他 的 方法 艰难 推进 。1980 年 中 国 数学 家 楼 世 拓 
与 姚 琦 把 结果 推进 到 0.35; 三 年 后 ， 这 一 纪录 提高 到 0.3685。1989 年 ， 纪 录 被 提高 到 
0.4。 这 是 迄今 为 止 数 学 家 们 在 这 一 方向 上 获得 的 最 好 结果 。 目 前 ， 数 学 家 们 普遍 认为 


俐 界线 上 零点 比例 的 下 界 估计 推进 到 100%。 




































































































































































] 勒 文 森 的 方法 不 可 能 把 | 




























































































不 笠 的 是 ， 即 便 用 这 种 方法 真 的 把 比例 提高 到 100%， 即 证 明了 “100% 的 零点 
位 于 临界 线 上 ”也 不 等 于 证 明了 黎 曼 猜想， 原因 在 于 这 里 100% 的 意思 与 我 们 通常 理 
解 的 意思 有 差别 。 举 一 个 例子 ， 取 前 100 个 自然 数 ， 里 面 有 75 个 合 数 ， 于 是 可 以 说 
75% 的 自然 数 是 合 数 ; 取 前 1000 个 自然 数 ， 里 面 有 832 个 合 数 ， 于 是 可 以 说 83.2% 的 
然 数 是 合 数 ， 取 前 100 000 个 自然 数 ， 里 面 有 90 408 个 合 数 ， 于 是 可 以 说 90.4% 的 
自然 数 是 合 数 …… 随 着 所 取 的 自然 数 越 来 越 多 ， 合 数 占 的 比例 越 来 越 大 。 当 所 取 自 然 
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数 无 穷 增 大 时 ， 合 数 所 占 的 比例 吉 














然 数 都 是 合 数 。 换 言 之 ， 这 币 
























































i 增 大 到 100%。 但 我 们 很 清楚 ， 这 并 不 意味 着 全 部 自 


渐进 意义 上 的 100% 并 不 等 同 于 “全 部 ”。 





























通过 上 面 的 介绍 ， 我 们 看 3 

















到 了 数学 家 们 在 证 明 黎 曼 猜 想 方 面 所 做 的 努力 与 缓慢 进 









































2 人 








晨 。 与 此 同时 ， 数 学 家 们 还 在 





计算 黎 曼 “ 函数 的 非 平凡 零点 并 
入 





E 计 算 堆 点 方面 艰难 跋涉 。 
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第。 对 于 一 般 人 而 言 ， 
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恐怕 连 表达 式 
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数值 上 的 意义 都 难 P 


























» 3 








次 需 ( 比 如 求 7””)， 那 么 3 


























里 解 。 事 实 上 ， 如 果 想 弄 懂 数 学 家 如 何 求 一 个 数 的 虚数 











复 分 析 和 数论 班 学 习 几 个 月 




















寻找 具体 的 非 平凡 零点 之 路 也 异常 艰辛 。 




















。 对 于 数学 家 而 言 ， 








1903 年 ， 在 黎 曼 的 论文 发 表 44 强 



































FE 后 ， 一 位 丹麦 数学 家 使 用 
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来 的 欧 拉 - 马克 劳 林 方法 ， 在 付出 了 几 年 艰辛 的 努力 后 ， 
如 了 +14.135i， 3+21.022;, 7+25.011i, … 这 是 人 1 


1914 年 ， 人 们 得 到 了 前 79 个 








18 世纪 30 年 代 发 展 








首次 得 到 了 前 15 个 零点 ， 










































































站 第 一 次 看 到 实 实在 在 的 非 平凡 零点 。 


1925 年 ， 在 使 用 了 哈代 与 李 特 伍德 改进 




















后 的 计算 

















方法 后 ， 人 们 得 到 了 前 138 个 零点 。 进 





















































展 如 此 缓慢 的 原因 一 方面 在 于 当时 还 只 能 用 手 






































算 ， 另 一 方面 在 于 当时 使 





















































用 的 计算 办 法 (包括 哈代 的 改进 方法 ) 太 过 复杂 。 不 久 后 ， 数 




















学 家 西 格 尔 的 意外 发 现 终于 改变 了 数学 家 在 计算 零点 时 举步维艰 的 困境 。 






































名 数学 家 。 当 他 还 是 一 个 害 





西 格 尔 (1896 一 1981 )， 是 德 医 





























莹 的 孩子 时 ， 便 与 表 




















道 的 父亲 侦 


书 对 他 而 言 太 难 了 ， 但 以 后 就 能 


























然 相 识 了 。 朗 道 的 父亲 把 儿子 写 的 两 卷 素 数 书 赠 给 西 格 尔 ， 






























































数学 研究 中 产生 了 持续 不 断 的 影响 。 





并 说 现在 这 本 























懂 了 。 朗 道 的 书 被 西 格 尔 视 大 珍宝 




















和 格 尔 














1915 年 西 格 尔 中 学 毕业 时 ， 第 一 次 世界 大 战 正 激烈 进行 。 对 战争 很 反感 的 人 

































































， 并 在 他 后 来 的 


























入 柏林 大 学 后 ， 选 择 了 与 人 间 世 事 最 不 相干 的 天 文学 作为 自己 的 专业 


那 邹 






































F 赶 上 天 文 课 程 开 得 比较 晚 ， 于 是 他 去 听 了 一 位 数学 家 的 数论 课 。 

















改变 了 他 的 人 生 旅 泛 ， 最 终 把 他 引 同 数论 的 厅 秆 。 


杀 设 法 
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。 然 而 ， 他 入 学 























这 一 偶然 的 情况 












































1917 年 ， 他 被 征召 入 伍 ， 但 他 拒 服 兵役 ,结果 被 送 进 一 家 精神 病院 。 朗 道 的 父 



























































巴 他 救 了 出 来 ， 后 来 西 格 尔 说 ， 如 果 不 是 朋 道 父 夺 























的 话 ， 他 很 可 能 已 经 





ly 








19 年 ， 这 位 年 经 人 来 到 哥 廷 根 ， 见 到 了 自己 的 偶像 朗 道 ， 从 此 他 的 数学 才能 开始 得 





























到 充分 发 挥 。1978 年 ， 西 格 尔 荣获 首届 沃 尔 夫 数学 奖 。 
















































































曼 的 秘密 公式 。 事 情 要 从 黎 曼 去 世 后 说 起 。 











FE， 年 仪 39 岁 的 黎 曼 病逝 ， 留 下 一 些 



































在 对 黎 曼 猜想 的 研究 中 ， 西 格 尔 留 下 了 许多 印记 ， 其 中 最 重要 的 是 他 重新 发 下 


























未 发 表 的 手稿 。 结 习 








RR， 他 的 “ 太 





入 六 率 
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管家 将 这 些 手稿 的 大 部 分 都 付之一炬 。 剩 下 的 一 部 分 被 黎 曼 的 妻子 抢救 下 来 ,并 交 托 
给 黎 曼 生前 的 朋友 一 一 数学 家 戴 德 金 。 然 而 ， 数 年 之 后 ， 黎 曼 的 妻子 后 悔 了 ， 她 担心 
这 些 手稿 中 有 个 人 隐私 。 于 是 在 她 的 要 求 下 ， 戴 德 金 退回 了 部 分 手稿 。 最 后 剩 下 的 部 
分 ， 被 存放 在 哥 廷 根 的 图 书馆 。20 世纪 30 年 代 初 ， 西 格 尔 有 机 会 从 图 书馆 借 到 了 这 
手稿 。 可 以 想象 到 ， 在 这 些 手 稿 中 ,混乱 、 示 成熟 的 思想 与 公式 堆积 在 一 起 ， 真 如 
天 书 一 般 。1932 年 ， 在 经 过 不 懈 的 努力 后 ， 西 格 尔 终于 从 这 一 堆 杂 乱 的 纸 片 中 理 出 ] 
头绪 。 他 意识 到 黎 曼 是 在 利用 一 个 特殊 公式 来 计算 零点 。 而 且 黎 曼 的 这 个 秘密 公式 ， 
可 准确 有 效 地 计算 黎 曼 假设 中 零点 的 位 置 ， 它 远 远 胜 过 了 当时 数学 界 已 知 的 任何 计算 
方法 。 黎 曼 远 远 走 到 了 整个 数学 界 的 前 面 ， 即 便 在 他 去 世 65 年 后 ， 最 著名 的 数学 家 仍 
然 无 法 与 之 抗衡 。 而 为 了 表彰 西 格 尔 在 整理 这 一 公式 上 的 功绩 ， 这 一 公式 被 恰当 地 命 


名 为 黎 曼 一 西 格 尔 公式 。 
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西 格 尔 的 努力 ， 还 使 黎 曼 的 另 一 面 得 以 展现 。 在 此 之 前 ， 黎 曼 被 认为 是 具有 非凡 
数学 直觉 的 天 才 ， 而 黎 曼 猜想 的 论文 ， 也 被 数学 家 认为 是 黎 曼 个 人 非 几 洞察 力 的 体现 。 
在 哈代 、 朗 道 等 数学 家 看 来 ， 这 位 依靠 直觉 和 概念 的 数学 家 并 没有 为 他 的 思想 提供 强 
有 力 的 证 据 。 然 而 ， 西 格 尔 的 发 现 ， 揭 示 出 黎 曼 的 论文 是 基于 可 靠 的 计算 和 理论 思 
想 的 。 



































































































































































































































(= 


黎 曼 秘密 公式 的 重新 发 现 ， 大 大 推进 了 人 们 对 黎 曼 零点 的 计算 。 几 年 后 ， 哈 代 的 
个 学 生 用 它 成 功 计算 出 黎 曼 < 函数 的 前 1041 个 零点 的 位 置 ， 并 证 实 它们 都 落 在 临 
界线 上 。 这 一 借助 一 台 打 孔 式 计算 机 获得 的 结果 首次 突破 了 11 年 前 138 个 零点 的 纪 
录 ， 并 标志 着 黎 曼 零 点 计算 从 纸 笔 到 机 器 的 转折 。 下 一 个 将 计算 推进 下 去 的 是 车 
到 数学 家 图 灵 (1912 一 1954)。 由 于 受到 哈代 的 翡 观 态度 影响 ， 图 灵 也 倾向 于 认为 黎 曼 
猜想 或 许 是 错 的 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 只 需要 找到 一 个 反例 ， 即 找到 一 个 不 在 临界 线 上 
的 零点 就 可 以 了 。 被 誉 为 “计算 机 与 人 工 智 能 之 父 ” 的 他 清楚 机 器 可 以 成 为 搜寻 零点 
的 最 有 力 工具 。 经 过 努力 ， 在 20 世纪 50 年 代 ， 他 完成 了 自己 的 机 器 ， 并 于 1953 年 计 
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算出 了 前 1104 个 零点 。 当 然 ， 这 些 零 点 都 在 临界 线 上 。 因 此 ， 他 构造 反例 的 努力 没有 
成 功 。 






























































随 着 计算 机 时 代 的 真正 到 来 ， 黎 曼 公 式 的 真正 潜力 得 以 充分 显现 。 通 过 把 这 一 公 
式 变 成 计算 机 程序 ， 人 们 得 以 探索 黎 曼 世界 中 从 未 想象 过 的 新 世界 ， 而 黎 曼 零点 的 计算 
也 进入 了 快车 道 。1956 年 ， 人 们 计算 了 前 25 000 个 零点 ; 1958 年 ， 纪 录 刷 新 为 35 337 
个 ; 1966 年 ， 纪 录 为 250 000。 在 1968 年 的 一 次 有 名 计算 中 ， 通 过 利用 一 些 绝妙 的 理 
论 技 巧 ， 纪 录 被 推进 到 前 350 万 个 零点 ， 并 确认 它们 都 落 在 临界 线 上 。 

























































































































































































































































































在 搜寻 零点 的 路 途中 ， 数 学 家 对 黎 曼 猜想 的 态度 再 一 次 发 生 了 改变 。 第 二 次 世界 
大 战 末期 ， 哈 代 去 世 时 ， 人 们 曾 普 遍 认 为 黎 曼 假设 可 能 是 错 的 。 然 而 ， 到 20 世纪 70 
年 代 时 ， 大 多 数 数学 家 已 经 相信 黎 曼 猜想 是 正确 的 。 这 一 心理 转向 ， 一 方面 与 搜集 到 
越 来 越 多 的 计算 数据 有 关 ， 另 一 方面 则 来 自 于 黎 曼 猜想 之 美 。 许 多 数学 家 从 纯粹 美学 
的 观念 出 发 ， 相 信 如 果 有 零点 落 在 临界 线 之 外 ， 就 像 是 优美 图 画 中 的 一 个 污点 ， 或 天 
“就 像 是 你 去 听 一 场 音乐 会 ， 所 有 的 音乐 家 都 以 和 谐 的 方式 演奏 乐曲 ， 突 然 大 号 发 出 一 
个 很 强 的 声音 ,掩盖 了 其 他 乐器 的 声响 ”。 充 满 美 的 数学 世界 中 不 会 出 现 这 种 丑陋 的 
上 清 。 然 而 ， 也 有 对 黎 曼 狂 想 持 怀 疑 态度 的 数学 家 对 此 不 以 为 然 。 数 学 家 唐 : 查 吉 尔 就 
是 其 中 着 名 的 一 位 。 
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查 吉尔 无 法 接受 仅 仪 从 纯粹 美学 的 观念 出 发 ,无 视 其 他 的 支撑 证 据 就 相信 黎 曼 假 
设 正确 的 观点 。 对 他 而 言 ， 前 350 万 个 零点 落 在 临界 线 上 也 不 能 提供 足够 的 心理 支持 。 
因为 他 认为 黎 曼 猜想 的 反例 不 可 能 出 现在 如 此 小 的 区 域 。 当 这 位 怀疑 论 者 与 男 一 位 黎 
曼 猜 想 的 坚定 信仰 者 邦 别 里 相遇 时 ， 有 趣 的 故事 发 生 了 。 
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邦 别 里 (1940 一 ”),， 是 意大利 著名 数学 家 。 
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邦 别 里 












































在 1962 年 攻读 人 研究生 时 ， 邦 别 里 就 给 出 了 素数 定理 新 的 初等 证 明 ，1974 年 ，34 
岁 的 他 薪 获 菲 尔 兹 奖 。 他 在 数学 上 的 成 功 ， 使 他 获得 了 普林斯顿 高 等 研究 院 的 职位 。 
旺 熟 的 他 在 15 岁 首次 读 到 黎 曼 假 设 的 时 候 ， 就 深 深 地 被 迷 住 了 。 并 且 这 位 “世界 最 博 
学 、 最 特别 的 数学 家 ” 持 有 一 种 绝对 的 信心 ， 相 信和 歼 曼 假设 是 正确 的 。20 世纪 70 年 
代 初 ， 邦 别 里 到 查 吉尔 所 在 的 研究 所 访问 。 谈 到 黎 曼 假设 时 ， 查 吉尔 对 邦 别 里 提出 了 
挑战 。“ 我 在 茶点 时 间 告 诉 他 目前 还 没有 足够 的 证 据 来 令 我 相信 黎 曼 假设 是 正确 的 ， 因 




















































































































































































































































































































此 我 愿意 和 他 对 此 事 立 下 等 额 赌 约 。 但 这 并 不 表明 我 认为 黎 曼 假设 错误 ,而 是 我 愿意 
充当 魔鬼 的 代言 人 。” 双 方 约定 以 查 吉 尔 认为 具有 判定 性 价值 的 3 亿 个 零点 为 限 。 如 
在 前 3 亿 个 零点 中 ， 出 现 黎 曼 猜 想 的 反例 ， 就 算 查 吉尔 获胜 。 反 之 ， 如 果 前 3 亿 个 零 
点 都 落 在 临界 线 上 或 者 黎 曼 假设 被 证 明 ， 则 邦 别 里 获胜 。 赌 注 是 两 瓶 上 好 玻 尔 多 和 艾 萄 
酒 。 邦 别 里 痛快 地 接受 了 挑战 。 
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当时 ,计算 机 的 能 力 还 很 弱 ， 无 法 探索 黎 曼 临 界线 的 这 一 区 域 。 但 后 来 ， 计 算 机 
的 速度 突然 得 到 了 大 幅 提 高 。 这 时 ， 有 两 个 小 组 决定 利用 计算 机 全 新 的 能 力 来 计算 
多 零点 。1982 年 ，2 亿 个 零点 被 宣布 都 洛 在 临界 线 上 。 






































































































































按照 常规 ， 计 算 小 组 不 会 再 费心 多 算 1 亿 个 零点 ， 因 为 人 们 感 兴趣 的 是 数量 级 上 









































的 推进 ， 而 把 纪录 仪 仪 提 















































高 50% 并 没有 多 大 的 意思 。 因 此 ， 当 听 到 这 一 计算 小 组 在 








2 亿 个 零点 处 终止 计算 时 查 吉 尔 松 了 一 口气 

















惜 ， 查 吉尔 的 如 意 算盘 没 











， 他 感到 自己 可 以 








放心 等 待 几 年 了 。 可 
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有 打 成 。 计 算 小 组 在 查 吉尔 的 一 位 好 
。 于 是 他 们 一 喜 作 气 ， 又 多 花费 了 约 1000 小 时 























朋友 那里 听 说 了 赌局 的 























的 CPU 时 间 继 续 把 工作 推进 到 了 3 


























忆 ， 结 果 没 有 发 现 党 在 临界 线 外 的 零点 。 查 





























时 CPU 时 间 的 代价 是 700 




















邦 别 里 和 他 分 享 了 一 瓶 。 查 吉尔 幽默 地 说 ， 





吉尔 输 了 。 他 带 着 两 瓶 酒 找到 了 邦 别 里 ， 
























































这 也 许 是 他 喝 过 的 最 昂贵 的 酒 。 当 时 1 小 








美元 ， 运 行 1000 























果 ， 这 样 一 瓶 酒 的 价值 折合 35 万 美元 。 



































小 时 的 CPU 时 间 只 是 为 了 看 到 赌局 的 结 


























不 过 如 此 昂贵 的 酒 也 没有 白 喝 ， 这 件 事 









































在 他 看 来 ， 已 经 有 充足 的 i 


























使 查 吉尔 



































成 了 黎 曼 假设 的 忠实 信徒 ， 因 为 


F 据 支持 黎 曼 假设 的 正确 性 了 。 
































随 着 计算 机 运算 速度 越 来 越 快 以 及 更 好 
常 大 的 突破 。2004 年 10 月 12 日 ， 两 位 法 国人 宣布 





















































方法 的 使 用 ， 黎 曼 零点 的 纪录 又 获得 了 非 


















































做 了 验证 ， 并 证 实 它 们 都 位 于 临界 线 上 。 





介绍 至 此 ， 有 一 点 有 必要 解释 一 下 。 当 我 们 ] 









































为 是 计算 零点 的 数值 。 其 实 ， 除 了 最 初 














已 对 黎 曼 函数 前 10 万 亿 个 零点 




















担 到 零点 计算 的 时 候 ， 人 们 通常 会 认 




















那些 小 范围 的 计算 外 ， 














上 而 介绍 的 大 规模 零点 









































计算 都 不 给 出 零点 的 具体 数值 ， 而 是 只 限 












































点 数值 计算 方面 的 进展 要 缓慢 得 多 。 比 如 ， 在 1982 括 
























































伶 证 零点 是 否 在 临界 线 上 。 相 比 而 言 ， 零 



































过 了 几 年 ， 数 学 家 才 完 成 了 前 2000 个 零点 真正 的 数值 计算 ( 精 


















































在 零点 真正 的 数值 计算 方 





















































提 到 的 原因 ， 还 会 做 另 一 科 




















选择 ， 即 取 一 个 虚 部 很 大 











FE“ 计 算 ” 了 前 3 亿 个 零点 之 后 又 





度 达 小 数 点 后 100 位 )。 











而 ， 除 计算 前 面 的 黎 曼 零点 外 ， 数 学 家 出 于 后 面 我 们 马上 会 


的 数 ， 然 后 计算 它 附近 黎 曼 零点 























的 具体 数值 。 在 这 方面 ， 一 项 较 近 的 结果 是 ， 两 位 法 国人 完成 J 



































点 的 数值 计算 。 





























作为 计算 工具 的 计算 机 终于 强大 到 可 以 在 黎 曼 “函数 世界 





























对 10” 附 近 20 亿 个 零 














1 探索 得 足够 远 ， 并 对 
































那些 可 能 产生 反例 的 区 域 ; 


























行 探 索 ， 但 其 作 




















j 的 大 小 却 与 黎 曼 











段 设 的 对 错 直 接 相关 。 
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如 果 黎 曼 假设 是 错 的 ， 计 算 机 将 有 可 能 在 探索 黎 曼 假设 的 进程 中 起 到 非常 重要 的 作用 ， 


人 们 可 能 真 的 通过 它 找到 一 个 零点 落 在 临界 线 之 外 ， 那 么 它 将 扮演 “ 黎 曼 猜想 终结 者 ” 




























































































































































































的 角色 。 但 是 如 果 黎 曼 假设 是 正确 的 ， 计 算 机 的 作用 就 小 多 了 。 因 为 它 只 能 通过 验证 
条 限 个 零点 沙 在 临界 线 上 ， 给 出 越 来 越 多 的 证 据 ， 支 持 人 们 对 黎 曼 假设 的 信心 ， 但 它 


却 无 法 证 明 所 有 的 无 穷 多 个 零点 都 沙 在 临界 线 上 ， 也 就 是 说 无 论 计算 机 能 计算 多 少 
零点 ， 也 无 法 以 这 种 方式 生成 一 个 证 明 。 
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计算 不 等 于 证 明 。 数 学 需要 的 是 证 明 。 上 面 我 们 已 经 介绍 了 数学 家 们 在 证 明 黎 曼 
猜想 中 走 过 的 一 段 艰辛 路 程 。 下 面 我 们 再 来 了 解 一 下 ， 最 近 几 十 年 在 这 一 著名 猜想 的 
证 明 方 面 所 取得 的 新 进展 。 








































































































数学 与 物理 的 交汇 









































1997 年 4 月 7 日 ， 一 条 特殊 的 新 闻 闪 现在 国际 数学 界 的 网 络 中 。 有 人 宣称 证 明 
黎 曼 假设 。 这 一 信息 最 初 是 邦 别 里 在 4 月 1 日 的 一 封 电子 邮件 中 透露 出 来 的 。 邮 件 中 
介绍 说 :“ 法 国 著名 数学 家 阿兰 ， 科 纳 在 上 周三 于 高 等 研究 院 所 做 的 报告 中 提 到 了 复 曼 
猜想 的 一 些 有 趣 进 展 。 在 他 报告 时 ， 听 众 中 一 位 年 轻 物 理学 家 灵光 一 站， 突然 明 白 了 
如 何 运用 他 的 “ 超 对 称 费 米 一 波 色 系 统 ， 来 解决 复 曼 假设 。 经 过 6 天 不 间断 的 工作 ， 
以 及 一 种 新 的 计算 机 语言 MISPAR 的 帮助 ， 这 位 年 轻 的 物理 学 家 最 终 解决 了 这 个 数学 




















































































































































































































































































































































































































在 邮件 转发 的 过 程 中 ， 原 本 信件 中 存在 的 4 月 1 日 的 字样 消失 了 。 于 是 ,渴望 



























































次 经 历 像 证 明 费 马 大 定理 那样 兴奋 的 数学 界 被 邦 别 里 的 思 人 贡 玩 笑 蒙 最 了 。 也 许 
有 人 会 奇怪 ， 为 什么 上 当 的 数学 家 没有 对 邮件 中 提 到 物理 学 家 证 明 黎 曼 假设 这 一 点 
产生 怀疑 呢 ? 实 际 上 ， 异 乎 寻常 地 提 到 这 一 点 正 是 邦 别 里 恶作剧 的 高 明之 处。 因为 
在 20 世纪 90 年 代 的 数学 界 ， 作 为 数论 核心 问题 的 黎 曼 假设 与 物理 学 的 紧密 联系 已 
众所周知 。 
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事情 要 从 20 世纪 70 年 代 说 起 。 
































一 位 名 叫 蒙哥马利 的 英国 剑桥 大 学 研究 生 思 考 了 一 个 看 似 疯狂 的 问题 : 黎 曼 零点 
在 临界 线 上 是 如 何 分 布 的 ? 在 黎 曼 零 点 是 否 都 落 在 临界 线 上 尚 属 未 知 的 情况 下 ， 探 计 
其 分 布 特点 确实 有 些 荒唐 。 然 而 ， 出 平 意料 的 是 ， 正 是 这 一 思考 开辟 了 一 条 可 能 通 往 


证 明 黎 曼 假 设 的 大 道 。 
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在 考察 零点 的 分 布 时 ， 和 蒙哥马利 最 初 相 信 零 点 的 分 布 是 随机 的 ， 而 一 个 零点 之 后 
民 快 会 出 现 另 外 一 个 零点 。 后 来 他 却 意 外 地 发 现 ， 零 点 的 分 布 并 非 完全 随机 ， 而 零点 
后 面 不 会 伴随 着 另外 的 零点 ， 零 点 不 产生 汇聚 现象 ， 零 点 之 间 似 乎 存在 一 种 互相 排斥 
的 趋势 。1971 年 ， 在 对 零点 之 间 的 距离 做 过 分 析 后 ， 他 提出 一 种 函数 用 以 描述 黎 曼 零 
点 的 “对 相关 ”。 这 一 函数 说 ， 每 对 零点 之 间 的 差 遵 循 一 种 特殊 的 法 则 ， 该 法 则 由 公式 
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(加 殖 ] 绘本 。 家 本 本 利 不 清 臣 自己 的 发 现 是 否 是 首创 ， 另 外 他 也 非 党 名 切 入 
自己 的 发 现 能 有 一 个 解释 。 为 解 开 谜团 ，1972 年 他 访问 了 普林斯顿 ， 去 拜访 数论 大 师 
尔 伯 格 。 当 时 的 塞 尔 伯 格 在 数论 界 的 地 位 差不多 相当 于 过 去 的 高 斯 。 他 有 一 个 习惯 
也 与 高 斯 类 似 : 这 位 坚持 独自 探索 的 人 ， 把 自己 的 许多 研究 结果 尘封 在 抽 必 里 不 发 表 。 
一 位 数学 家 曾 回 忆 说 :“ 一 次 我 在 普林斯顿 作 报告 ， 塞 尔 伯 格 走 过 来 说 : “我 在 1954 年 
第 一 次 证 明 你 的 定理 时 ， 就 是 这 样 想 的 。 他 向 我 解释 了 他 所 做 的 工作 ， 那 比 我 的 视角 
要 好 得 多 。 所 以 很 明显 ， 他 对 此 了 然 于 心 …… 非 同 寻 常 的 是 ，35 年 之 后 他 竟然 还 能 


得 某 一 个 细节 。” 
















































































































































































































































































































































































| 加 吉 
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令 花 哥 马 利 庆 笠 的 一 点 是 ， 塞 尔 伯 格 总 偶 






















































































见 过 塞 尔 伯 格 后 ， 蒙 哥 马 利 去 喝 下 午 茶 。 这 是 普 林 其 

















道 了 ”的 话 。 但 令 他 失望 的 是 ， 赛 尔 伯 格 没 能 帮 他 入 























和 有 说 出 “ 啊 ， 是 啊 ， 这 个 结果 我 早 知 


发 现 背 后 的 含义 。 
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过 它 , 米 














项 重要 的 休闲 方式 ， 通 


























司 领域 的 学 者 可 以 交流 彼此 的 想法 ， 





童 击 出 一 些 意 想 不 到 的 智 























慧 火 化 。 与 蒙哥马利 交谈 的 是 李 特 伍德 的 印度 学 生 


















































司 拉 ， 就 是 那 位 与 塞 尔 伯 格 唯 





作 写 论文 的 人 。 两 人 聊 的 时 候 ， 周 拉 发 现 了 旁边 车 
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的 博学 物理 学 家 戴 森 。 经 周 拉 















































引荐 ,蒙哥马利 与 戴 森 坐 在 一 起 。 戴 森 热 情 地 问 他 最 近 在 


谈 起 自己 关于 黎 曼 零 点 对 之 间 间 距 可 能 行为 的 研究 。 
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什么 ， 蒙哥马利 坦诚 地 


他 说 到 关于 间距 分 布 的 公式 














人 2 
| 时 ， 戴 森 的 眼睛 发 出 了 光芒 。“ 这 不 
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于 出 的 这 个 奇怪 概念 ， 虽 然 




















E 好 是 随机 厄 米 和 矩阵 特征 








es 


直 的 对 关联 





























当时 的 数学 家 眼中 是 完全 陌生 的 ， 但 





































































































对 物理 学 家 而 言 却 已 是 老 朋友 了 。 它 早已 使 用 














1， 用 来 寻找 刻画 原子 






















































































因此 ， 戴 森 所 发 现 的 是 两 个 表 再 
间 的 关系 。 
































蒙哥马利 与 戴 森 在 普林斯顿 茶话会 上 的 这 次 短暂 会 面 已 经 








特征 的 方式 ， 具 体 而 言 是 预测 当 一 个 重 原子 被 低能 上 














击 时 原子 核 的 能 级 变化 。 








上 毫 无 关系 的 知识 领域 























量子 力学 和 数论 一 一 之 











成 为 数学 上 的 一 段 佳话 。 







































































但 问题 亦 随 之 产生 。 首 先 ， 这 种 关系 真 的 存在 吗 ? 其 











次 ， 蒙哥马利 发 现 的 关于 零点 分 












































布 法 则 (也 称 蒙 哥 马 利 对 关联 假设 ) 可 信 吗 ? 











神奇 的 关系 存 丰 




















那么 它 
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又 预示 着 什么 ? 最 后 ， 能 否 利用 这 种 关系 得 到 | 间 












































要 结果 ?特别 是 ， 能 否 通 过 这 


























渠道 证 明 黎 曼 猜想 ?对 这 些 问 题 的 探讨 ， 揭 


篇 章 。 




















因 研 究 的 一 个 奇峰 突起 的 精彩 


























先是 在 戴 森 的 启发 下 ,蒙哥马利 查看 了 锝 原子 核 的 能 级 < 








信 的 是 ， 能 级 与 黎 曼 零点 两 者 之 间 确 实 存 在 惊人 的 相 化 
































生 。 他 惊讶 地 发 现 ， 自 己 预测 














间 的 间距 ， 令 他 难以 置 




































































的 零点 分 布 模式 居然 与 量子 物理 学 家 在 重 原子 核能 级 




















发现 的 模式 是 一 致 的 。 在 当时 ， 






































































































































































































































重 原子 核 的 能 级 模式 已 经 获得 实验 的 证 实 。 然 而 ， 蒙 哥 马 利 对 关联 假设 仍 只 是 一 个 狂 第 
测 。 黎 曼 非 平凡 零点 的 分 布 真 的 与 这 一 猜测 相符 吗 ? 只 有 通过 计算 临界 线 上 足够 远 处 对 
零点 的 具体 数值 ， 才 能 验证 这 些 零点 的 行为 是 否 真 像 他 预测 的 那样 。 这 正 是 在 零点 真 用 
正 的 数值 计算 方面 ， 数 学 家 们 要 计算 虚 部 很 大 区 域 处 黎 曼 零点 具体 数值 的 原因 。 最 
























































被 黎 曼 零点 与 能 级 的 美妙 联系 深 深 吸 引 的 数学 家 安德鲁: 奥 德 兹 克利 用 他 的 超级 
计算 机 做 了 这 件 事情 。1989 年 ， 他 得 到 了 虚 部 在 10” 附近 175 587 726 个 零点 的 数值 。 
结果 发 现 ,在 这 一 范围 处 的 零点 间距 分 布 与 蒙哥马利 的 预测 非常 吻合 。 蒙 哥 马 利 的 新 


观点 终于 有 了 令 人 信服 的 证 据 。 然 而 ， 故 事 还 远 没 有 结束 。 







































































































































































在 使 用 一 种 新 的 统计 方法 检测 黎 曼 零点 和 量子 物理 之 间 的 联系 是 否 真 的 存在 时 ， 
奥 德 兹 克 注 意 到 黎 曼 零点 的 数据 中 出 现 了 一 些 令 人 困扰 的 矛盾 。 一 位 精通 量子 物理 和 
混沌 理论 的 专家 贝 里 敏感 地 意识 到 可 以 摆脱 这 一 矛盾 的 方法 : 用 混沌 量子 系统 作为 解 
释 素数 行为 的 最 佳 物 理 模 型 。 科 学 的 三 段 伟 大 旋律 一 一 量子 物理 ( 极 小 世界 的 物理 )、 
混沌 (不 可 预测 性 的 数学 ) 和 素数 (算术 的 原子 ) 竟然 如 此 奇妙 地 融合 在 一 起 了 。 
而 量子 混沌 与 黎 曼 零点 这 两 个 相距 如 此 遥远 的 领域 竟然 具有 同样 的 模式 ! 这 一 相似 性 
的 发 现 令 数学 家 们 极为 惊讶 与 兴奋 。 但 兴奋 之 余 ， 人 们 不 禁 要 问 ， 在 能 级 和 零点 之 间 
找到 的 这 一 联系 ， 是否 可 以 导致 一 些 更 实际 的 进展 ， 即 我 们 能 否 从 这 种 相似 性 中 收获 
新 的 果实 呢 ? 
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1996 年 ， 素 数 定理 证 明 100 周年 ， 许 多 世界 顶尖 数学 家 与 物理 学 家 在 一 家 商业 机 
构 的 赞助 下 共聚 在 西雅图 交流 对 黎 曼 猜想 的 想法 。 在 讨论 到 黎 曼 假设 与 量子 混沌 的 天 
联 时 ， 普 林 斯 顿 大 学 的 数学 家 萨 那 克 向 在 场 的 量子 物理 学 家 提出 挑战 : 用 量子 混沌 和 
素数 之 间 的 相似 性 告诉 数学 家 一 些 关 于 黎 曼 世界 、 数 学 界 不 知道 的 结果 。 同 样 ， 萨 那 
克 提 供 了 一 瓶 好 酒 作 为 奖励 。 在 座 的 数学 家 孔 瑞 恰好 手中 有 一 个 非常 特别 的 问题 可 作 
为 检验 的 对 象 : 黎 曼 《 函数 有 一 个 特性 ， 称 为 矩 ， 利 用 和 矩 可 以 生成 一 个 数列 。 哈 代 


和 李 特 伍德 兽 证 明 数 列 中 的 第 一 个 数 应 是 1， 后 来 李 特 伍德 的 一 个 学 生 证 明 下 一 个 数 
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是 2。 在 这 次 会 议 之 前 ， 孔 瑞 做 了 大 量 工作 ， 猜 测 下 一 数 应 是 42 ， 这 是 当时 数学 家 对 
这 一 数列 所 掌握 的 全 部 信息 。 孔 瑞 为 物理 学 家 提出 的 挑战 是 ， 用 量子 物理 中 的 类 似 术 
语 来 解释 42。 结 果 两 年 后 ， 由 同一 商业 机 构 赞 助 的 第 三 次 会 议 上 出 现 了 极 有 戏剧 性 的 













































































































































































在 这 次 会 议 上 ， 孔 瑞 准 备 报告 自己 的 一 个 推测 。 这 个 推测 是 他 在 第 一 次 会 议 后 ， 
与 另 一 位 数学 家 合作 经 大 量 努 力 后 得 出 的 ， 这 一 推测 是 ， 序 列 中 的 第 四 个 数 是 24 024。 
然而 到 会 的 一 位 物理 学 家 基 廷 报告 的 题目 令 孔 瑞 极 为 惊 证， 因为 这 个 题目 表明 ， 基 廷 
已 经 得 到 了 一 个 公式 ， 由 这 个 公式 可 以 生成 序列 中 的 所 有 数 。 于 是 ， 乱 瑞 在 基 廷 做 报 
告 前 半信半疑 地 问 他 :“ 你 真 的 将 它 算 出 来 了 吗 ?” 基 廷 说 是 的 。 一 场 真 正 的 测试 开始 
了 。 他 们 在 一 块 黑板 旁 开始 计算 这 个 公式 是 否 真 的 预测 了 这 个 序列 中 的 第 四 个 数 。 最 
终 他 们 完成 了 计算 。“ 当 24 024 出 现在 最 后 的 结果 中 时 ， 那 种 感觉 真是 不 可 思议 。 孔 
瑞 回 忆 说 。 随 后 ， 在 “经 历 了 科学 生涯 中 最 兴奋 的 几 秒 钟 ” 后 ， 基 廷 神 进 报告 厅 面 对 
一 群 数学 家 讲述 起 数论 。 报 告 后 ， 塞 尔 伯 格 被 这 个 新 想法 吸引 了 。 他 发 表意 见 说 ， 这 
肯定 是 正确 的 。 基 廷 告诉 了 数学 家 们 以 前 从 不 知道 的 事情 ， 同 时 赢得 了 萨 那 克 的 一 瓶 
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自从 件 利 略 和 和 牛顿 时 代 以 来 ， 物 理 和 数学 美妙 结合 的 例子 已 屡见不鲜 。 第 三 章 提 
到 的 黎 曼 几何 与 爱 因 斯 坦 广 义 相对 论 的 结合 即 是 其 中 经 典 的 例子 。 然 而 ， 在 黎 曼 零点 
与 量子 物理 之 间 的 完全 出 人 意料 的 密切 联系 仍然 令 人 惊叹 不 已 ， 而 两 者 相似 性 的 发 现 
带 来 了 双重 的 收获 。 一 方面 ， 黎 曼 假 设 的 证 明 可 能 在 量子 物理 学 中 衍生 出 一 些 新 结果 。 
另 一 方面 ， 人 们 可 以 用 量子 物理 学 的 思想 探讨 黎 曼 世界 的 性 质 ， 特 别 是 用 这 种 思路 来 
证 明 黎 曼 假 设 。 事 3 关于 黎 曼 假设 证 明 的 全 新 方法 ， 现 在 已 被 许多 人 看 作 是 
最 有 希望 成 功 的 途径 。 正 因为 此 ， 许 多 物理 学 家 加 入 到 寻找 黎 曼 假设 证 明 的 队伍 中 来 。 
这 也 是 前 面 提 到 的 邦 别 里 的 愚人 节 玩 笑 被 那么 多 数学 家 信以为真 的 原因 。 不 过 如 果 数 
学 上 最 重要 的 未 解决 问题 真 的 被 物理 学 家 而 不 是 数学 家 解决 ， 那 将 是 真正 的 恢 世 之 举 。 
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这 是 第 一 次 用 量子 物理 学 的 方法 解决 纯 数学 问题 ， 是 数学 与 量子 物理 学 之 间 联 系 的 非 


凡 例 证 ， 也 是 奏 响 数学 与 物理 交汇 的 又 一 伟大 新 篇 章 。 
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结 语 
本 音 中 我 们 介绍 的 是 涵盖 面 很 广 的 素数 问题 。 对 此 ， 我 们 只 是 择 其 要 者 (最 重要 















































的 自然 是 黎 曼 猜想 问题 )， 介 绍 了 数学 家 们 在 揭示 素数 秘密 时 走 过 的 部 分 历程 及 在 这 一 


历程 中 收获 的 数学 金 蛋 。 













































































2000 多 年 前 算术 基本 定理 的 证 明 ， 使 人 们 认识 到 作为 算术 原子 的 素数 的 重要 性 。 
欧 几 里 得 的 优美 证 明 又 确切 地 告诉 人 们 ， 素 数 有 无 限 多 。 其 后 ， 数 学 家 们 曾 热衷 于 寻 
求 真正 有 用 、 理 想 的 能 产生 素数 的 公式 。 然 而 ， 沿 着 这 条 道路 ， 人 们 的 探索 都 失败 了 。 
胆 在 素数 问题 的 另 一 研究 方向 ， 即 探讨 素数 的 分 布 方面 ， 数 学 家 们 却 取得 了 部 分 成 功 。 
随 着 18 世纪 末 高 斯 与 勒 让 德 的 发 现 ， 素 数 研究 的 方向 发 生 了 重大 改变 。 人 们 的 兴趣 转 
问 对 素数 个 数 函 数 x(x) 的 研究 ， 并 取得 了 许多 新 的 进展 。 其 中 一 项 重大 突破 是 证 明了 
高 斯 、 勒 让 德 的 猜想 。 于 是 高 斯 等 人 的 狂想 成 了 素数 定理 。 更 重要 的 发 现 则 来 自 黎 曼 ， 
其 8 页 论文 开 尽 了 素数 分 布 理论 研究 的 轩 新 途径 ， 彻 底 改变 了 理解 素数 神秘 性 的 任务 。 
“高 斯 最 先 听 到 素数 音乐 主旋律 ， 而 黎 曼 则 发 现 了 隐藏 在 素数 杂音 背后 的 旋律 。 于 是 ， 
我 们 看 到 ， 多 个 世纪 以 来 ， 数 学 家 凝视 素数 ， 期 望 从 中 发 现 某 种 神秘 的 规律 。 最 终 
黎 曼 站 在 一 个 全 新 的 角度 观察 素数 ， 通 过 引入 黎 曼 上 函数， 他 发 现 了 完全 出 乎 意料 的 
规律 ， 混 乱 分 布 的 无 序 素数 有 望 转变 成 严格 有 序 的 黎 曼 零点 。 为 了 刻画 零点 的 有 序 性 ， 
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黎 曼 通过 自己 的 计算 与 理论 分 析 ， 提 出 了 伟大 猜想 : 黎 曼 猜想 。 






































随 着 时 间 的 推移 ， 人 们 越 来 越 深刻 地 体会 到 黎 曼 猜想 的 重要 性 。 人 们 意识 到 ， 一 
系列 重要 的 数论 问题 ， 特 别 是 与 素数 有 关 问 题 的 完满 解决 ， 
心 的 黎 曼 猜想 的 解决 。 人 们 确信 ， 这 一 狂想 的 解决 将 使 人 们 得 到 比 现 在 所 知 多 得 多 的 
有 关 素 数 的 信息 与 结果 。 我 们 举 其 中 一 个 重要 的 为 许多 数学 家 (包括 黎 曼 ) 特别 关注 的 
问题 为 例 。 上 面 我 们 介绍 过 ， 高 斯 提出 用 Li(x) 作为 素数 个 数 x(x) 的 估计。 一 个 由 此 
引出 的 重要 问题 是 ， 这 一 估计 的 误差 是 多 少 ， 是 存在 一 个 控制 范围 ， 还 是 存在 比较 严 
重 的 偏差 ? 1850 年 ， 切 比 雪夫 证 明了 ， 对 于 足够 大 的 x ， 两 者 之 间 的 相对 误差 不 超过 
11%。 后 来 数学 家 证 明了 ， 在 人 
的 研究 结果 距 此 还 很 远 。 但 只 要 黎 曼 猜想 成 立 ， 那 么 数学 家 所 期 待 的 这 一 最 理想 结果 
i 马上 可 得 证 。 这 意味 着 ， 如 果 歼 曼 假设 正确 ， 那 么 不 存在 某 个 音符 的 声音 比 其 他 的 
都 响 ， 演 奏 素 数 音 乐 的 乐队 将 会 处 于 完美 的 平衡 状态 。 这 样 ， 素 数 的 秘密 最 终归 结 为 


黎 曼 猜想 的 证 明 ， 而 这 一 猜想 的 证 明 将 奏 响 美妙 和 谐 的 “素数 的 音乐 "。 
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于 位 居 素 数 研 究 核 



































































































































































































































































































































值 方面 最 理想 的 结果 是 x(x) Li() =007 nn) 目前 














































































































































































































Sn 






































































































































黎 曼 猜想 的 证 明 ， 使 我 们 再 次 深 深 叹 服 于 数学 之 美 。 早 期 数学 家 们 曾 为 素数 的 无 
序 、 随 机 与 缺乏 规律 而 诅 形 。 然 而 黎 曼 猜想 的 成 立 表 明 ， 素 数 分 布 是 相对 有 序 的。 了 
是 ， 人 们 透 过 黎 曼 的 眼睛 看 到 貌似 随机 的 素数 分 布 背 后 存在 着 奇异 的 规律 和 秩序 ， 这 
种 规律 和 秩序 就 体现 在 黎 曼 零点 的 奇特 分 布 中 。 无 序 的 素数 转变 为 特别 有 序 的 黎 曼 零 
点 。 而 黎 曼 零点 的 有 序 性 又 恰好 可 以 解释 素数 分 布 的 表面 无 序 。 素 数 的 秘密 被 揭 开 后 ， 


主 四 竞 隐藏 着 如 此 美妙 的 风景 。 



















































































































































































































































































此 外 ， 数 学 家 们 发 现 ， 黎 曼 函 数 的 主题 一 次 又 一 次 地 在 许多 数学 分 支 中 出 现 。“ 当 
数学 家 在 数学 世界 中 寻找 前 进 的 方 同 时 ， 似 乎 所 有 道路 都 不 可 避免 地 路 过 这 个 著名 景 
点 : 黎 曼 假设 。” 在 前 进 道路 上 磁 到 黎 曼 假设 的 数学 家 还 发 现 ， 只 有 承认 它 的 正确 性 才 
能 继续 前 行 。 于 是 ， 在 黎 曼 猜想 尚未 被 证 明 的 情况 下 ， 对 这 一 结论 正确 性 抱 有 强烈 信 


心 的 数学 家 们 已 在 它 的 基础 上 发 展 新 的 理论 ， 即 假设 黎 曼 猜想 为 真 ， 而 去 推出 新 的 命 
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题 。 粗 略 的 统计 表明 ， 在 当今 的 数学 文献 ! 











已 经 有 超过 1 
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而 不 是 “猜想 ”。 











因为 “假设 ” 




















一 词 所 强 含 的 强烈 意义 ， 就 是 数学 家 试图 








000 条 数学 命题 以 黎 曼 猜想 


的 成 立 作 为 前 提 。 也 正 因为 有 如 此 多 的 结论 依赖 于 黎 曼 提出 的 挑战 ， 人 们 更 愿 称 它 为 















































基础 之 上 建立 





























套 理 论 。 相 比 而 言 , “猜想 ” 





企 此 














一 词 仅仅 表示 数学 家 对 这 个 世界 行为 方式 

































































































































































的 预言 。 这 就 是 现在 黎 曼 猜想 更 多 地 被 称 为 歼 曼 假设 的 原因 。 于 是 ， 我 们 可 以 说 黎 曼 
假设 现在 已 成 为 数学 大 厦 中 的 必要 部 分 。 它 的 最 终 证 明 将 为 上 千 个 命题 的 证 明 补 上 漏 
洞 ， 使 其 真正 升格 为 数学 定理 。 当 然 ， 如 果 歼 曼 假设 被 推翻 ， 那 么 建立 在 它 上 面 的 众 
多 结论 亦 将 灰飞烟灭 。 























论 将 从 整体 














根据 前 









































数论 、 几 何 、 代 数 、 分 析 、 逻 辑 、 和 


由 此 ， 我 们 可 以 领会 到 数学 家 们 所 而 











上 发 生 翻天 履 地 的 变化 ， 数 论 


外 信 的 
的 许多 领域 都 会 
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黎 曙 假设 得 到 证 明 ， 人 解析 数 


























此 得 到 巨大 ; 

















展 。 








基本 功能 。 运 今 为 止 ， 素数 已 经 为 我 们 于 


来 论 


已 、 





























的 过 程 


























学 是 一 座 统一 和 谐 的 大 厦 。 而 黎 曼 人 


而 重要 的 影响 。 



























































关 。 原 因 在 于 ， 在 几 十 年 前 ， 被 认为 与 应 用 
前 应 用 最 广泛 的 RSA 密码 体系 正 是 依靠 素数 创制 的 。 其 














而 介绍 ， 我 们 还 认识 到 ， 素 数 和 




















J 玫 


被 联系 起 来 了 。 我 们 再 次 看 到 ， 数 学 各 领 
恨 设 的 证 明 ， 也 ， 


比 外 ， 黎 曼 假设 的 证 明 还 与 人 们 现代 生活 的 









































量子 物理 

















重要 性 已 远 远 超出 了 它们 作为 算术 原子 的 
看 上 去 毫 无 联系 的 领域 间 的 大 门 ， 


所 有 这 些 都 在 追寻 黎 曼 假设 





















































要 组 成 部 分 ， 比 妇 














成 之 间 存 在 着 干 丝 万 缕 的 联系 ， 数 
各 对 与 其 相关 的 众多 领域 产生 积极 





1 网络 安 全 密切 相 


关 的 最 纯 的 数论 已 经 阵 入 人 间 ， 特 别 是 












































数 的 寻求 ， 密 码 的 破译 则 归结 为 如 何必 


























曼 假设 正确 ， 
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是 商业 界 会 关注 黎 曼 假设 研究 的 原因 。 
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下 效 地 将 正 整数 
那么 就 会 存在 一 个 寻找 素数 的 快速 方法 ， 利 用 
立 一 个 百 位 或 任意 位 数 的 素数 ， 从 而 可 以 构造 出 更 多 RSA 密码 。 反 过 来 ， 数 学 家 们 



































密码 的 编制 需要 借 


助 大 素 


























分 解 成 素 因 子 

















> 积 。 如 果 黎 
































以 非常 迅速 地 











舍 则 ， 如 果 找 到 了 黎 曼 假设 的 证 明 ， 也 许 能 为 分 解 正 整数 提供 











一 此 


f 的 途径 。 这 正 
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“ 黎 曼 假设 是 很 多 人 都 研究 过 的 难题 ， 人 们 知道 它 有 很 多 结果 ， 它 位 于 一 个 著名 的 
i 老 领域 即 素 数 研 究 的 核心 。 所 以 ， 如 果 你 是 魔鬼 ， 让 某 位 数学 家 出 卖 灵 魂 以 获得 一 个 
定理 的 证 明 ， 那 么 什么 定理 是 大 多 数 数 学 家 愿意 得 到 的 ? 我 想 它 是 黎 曼 假设 。 “如 


果 间 一 位 职业 数学 家 ， 整 个 领域 中 唯一 最 重要 的 未 解决 问题 是 什么 ,你 肯定 会 得 到 


















































































































































































































































= 
这 样 的 回答 : 黎 曙 假设“ 黎 曼 假设 并 不 是 一 般 问 题 ， 它 是 纯粹 数学 中 最 重要 的 问 
题 。 它 体现 了 我 们 不 能 理解 的 一 种 极其 深刻 而 重要 的 东西 。 “这 是 一 流 的 难题 ， 与 
费 马 大 定理 相 比 ， 我 总 觉得 黎 曼 假设 是 真正 这 就 是 数学 家 们 对 黎 


曼 假设 的 看 法 。 
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黎 曼 假设 的 重要 性 及 其 列 藏 的 美 使 许多 精力 旺盛 的 出 色 数 学 家 投入 到 证 明 这 一 命 
题 的 行列 中 。 上 面 我 们 已 介绍 了 在 冲击 黎 曼 猜想 的 过 程 中 ， 人 们 做 出 的 几 次 突破 。 然 
而 这 些 突破 离 完 全 证 明 黎 曼 猜 想 仍 是 遥 不 可 及 。 值 得 补充 的 是 ， 黎 曼 在 8 页 论文 中 曾 
以 完全 确定 的 口吻 说 自己 可 以 证 明 绝 大 多 数 的 零点 位 于 临界 线 上 ! 这 是 一 个 比 目 前 已 
知 的 研究 结果 都 强 许多 的 结论 ! 可 异 论 文中 他 完全 没有 提 及 这 一 证 明 的 细 方 。 除 ] 
1859 年 的 论文 外 ， 黎 曼 还 曾 在 一 封 信 中 提 到 过 这 一 命题 ,追求 完美 的 他 解释 说 自己 的 
证 明 还 没有 简化 到 适合 发 表 的 程度 。 直 到 他 去 世 ， 人 们 没有 见 到 他 的 这 一 证 明 。 而 希 
望 从 他 的 未 发 表 论 文中 获得 有 用 信息 的 企图 也 破灭 了 。 
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我 们 已 提 到 过 ,他 未 发 表 论 文 的 大 部 分 极其 遗憾 地 消失 于 “热心 ”管家 的 炉 火 之 
中 。 而 剩 下 的 部 分 后 来 义 有 一 些 被 他 的 妻子 索 回 ， 这 其 中 有 一 本 完成 于 1860 年 的 小 
册子 。 当 时 在 巴黎 的 黎 曼 ， 因 为 天 气 十 分 粳 糕 ， 所 以 他 竺 在 自己 住处 研究 数学 。 而 那 
一 段 时 间 ， 正 是 他 发 表 其 8 页 论文 后 的 几 个 月 。 因 此 ， 人 们 猜测 ， 这 小 册子 中 记录 的 
J 容 非 常 可 能 与 黎 曼 函数 有 关 ， 并 且 很 可 能 有 黎 曼 对 其 猜想 的 重要 想法 。 然 而 ， 可 
展 的 是 ， 这 本 数学 界 极其 渴望 获得 的 小 册子 被 黎 曼 妻子 索 回 后 ， 其 去 回 就 成 了 一 个 谜 。 
此 ， 黎 曼 留 下 了 另 一 个 后 人 无 法 揭 开 的 谜 中 之 谜 : 他 真 的 证 明了 “ 绝 大 多 数 的 零点 
位 于 临界 线 上 ” 吗 ? 要 知道 ， 在 经 过 近 一 个 羊 世纪 为 数 众多 的 杰出 数学 家 的 努力 后 ， 
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人 们 已 证 明 的 结果 仍 离 他 的 结果 相距 甚 远 。 但 这 次 与 多 数 后 代数 学 家 投 费 马 的 反对 票 
不 同 ， 许 多 数学 家 愿意 相信 ， 黎 曼 自称 中 的 证 明 是 存在 的 。 因 为 人 们 从 他 留 下 的 手稿 
发 现 ， 其 一 些 演算 和 证 明 哪怕 是 时 隔 几 十 年 后 被 整理 出 来 ， 仍 然 会 大 大 超越 当时 数 
学 界 的 水 平 。 我 们 曾 介绍 过 的 黎 曼 秘密 公式 就 是 例证 。 于 是 ， 黎 曼 那 些 失 踪 的 手稿 与 
费 马 撩 人 的 页 边 评注 一 样 ， 成 为 数学 中 的 传说 。 










































































































































































































































































1900 年 ， 希 尔 伯 特 在 其 著名 演讲 中 曾 把 黎 曼 假 设 作 为 第 八 问题 “素数 问题 ”的 
首要 问题 向 数学 界 提出 。 到 20 世纪 终结 的 时 候 ，23 个 希 尔 伯 特 问 题 都 已 经 基本 解决 ， 
而 解决 这 些 问 题 的 杰出 数学 家 就 是 所 谓 的 “ 麻 淮 一 族 ”。 但 是 ,“ 守 护 黎 曼 假设 的 城 增 
现在 看 上 去 也 许 有 了 些许 的 不 同 ,但 是 仍 和 从 前 一 样 无 法 攻克 ”。 
































































































































































































































2000 年 5 月 24 日 ， 马 耶 诸 塞 州 剑桥 的 区 莱 基 金 会 发 起 了 一 场 颇具 历史 意义 的 竞 
赛 。 为 迎接 新 千年 的 到 来 ， 由 包括 怀 尔 斯 和 阿兰 ， 科 纳 等 世界 顶尖 数学 家 组 成 的 一 个 
小 组 ， 在 数 不 尽 的 数学 问题 中 选 出 未 解决 的 最 困难 、 最 重要 的 7 个 数学 问题 ， 作 为 二 
年 难题 向 数学 界 提出 挑战 。 任 何 能 够 解决 7 个 数学 难题 之 一 的 人 ， 在 专家 认定 其 解答 
正确 之 后 ， 都 可 以 获得 100 万 美元 的 奖金 。 黎 曼 假 设 再 次 成 为 7 个 干 年 难题 中 的 一 个 。 
这 是 在 希 尔 伯 特 于 1900 年 列 出 的 最 重要 数学 挑战 中 ， 唯 一 一 个 在 一 个 世纪 之 后 又 列 入 
4 问题 ， 这 更 增加 了 它 的 魅力 。 
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毫 无 疑问 ， 任 何人 只 要 证 明 或 者 反驳 了 黎 曼 假设 ， 就 会 获得 巨大 的 薪 营 ， 并 将 遍 
得 令 人 心 醇 的 不 朽 名 声 ， 其 名 字 亦 将 欠 刻 在 人 类 文明 的 管 蕙 墙 上 。 








































































































随 着 量子 物理 进入 数论 的 神圣 殿堂 带 来 的 兴奋 ， 以 及 由 此 出 现 的 大 量 关 于 黎 曼 假 
设 的 研究 成 果 ， 数 学 家 们 对 这 一 难题 的 热情 开始 高 涨 。1994 年 ， 怀 尔 斯 的 成 功 也 重 
了 人 们 的 希望 ， 数 学 家 发 现 那些 历史 悠久 的 难题 是 可 能 被 证 明 的 。 这 众多 方面 的 结合 ， 
使 黎 曼 假设 进入 了 其 研究 历史 上 最 活跃 的 时 期 。 自 20 世纪 末 以 来 ， 越 来 越 多 的 数学 家 
打算 攻克 这 一 数学 中 意义 最 重大 的 未 解决 难题 。 
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2018 年 9 月 20 日 ,年 已 89 岁 的 英国 著名 数学 家 迈克 尔 ' 阿 蒂 亚 苹 士 (1929 一 
2019 ) 宣称 自己 用 一 个 “简单 而 全 新 ”的 方法 证 明了 黎 曼 狂想。 一 石 激 起 千 层 浪 ， 这 


则 新 闻 引 起 媒体 的 极 大 关注 ， 并 使 黎 曼 猜想 进入 了 大 众 视 野 。 
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9 月 24 日 ， 阿 蒂 亚 在 2018 海德 堡 获 奖 者 论坛 上 展示 了 他 对 黎 曼 猜想 的 研究 结果 。 
他 开始 报告 时 ， 海 德 堡 获 奖 者 论坛 的 官网 被 挤 爆 ， 直 播 频道 瞬间 央 泪 。 截 至 9 月 25 日 


尽 道 收看 了 阿 蒂 亚 的 演讲 视频 。 人 
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“ 午 4 时 30 分 ,共有 43 685 名 观众 通过 论坛 官方 


们 对 黎 曼 猜想 的 热情 被 点 燃 了 。 




























































































究 其 因 ， 一 是 黎 曼 猜 想 本 身 的 难度 与 知名 度 ， 二 是 宣称 者 阿 带 亚 是 数学 界 绝对 重 
量 级 人 物 。“ 他 以 在 几何 和 拓扑 领域 的 贡献 而 闻名 。 他 获得 了 许多 奖项 ， 特 别 是 菲 尔 效 


奖 、 阿 贝尔 奖 和 英国 皇家 学 会 最 高 采 誉 科普 利 奖 。” 
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有 些 令 人 感到 意外 的 是 ， 阿 蒂 亚 在 40 分 钟 的 正式 演讲 中 花 了 半 个 多 小 时 介绍 了 
黎 曼 的 生平 并 回顾 了 黎 曼 猜想 的 历史 。 直 到 演讲 的 第 35 分 钟 ， 备 受 期 待 的 黎 曼 猜想 
证 明 才 出 现在 观众 眼前 。 阿 蒂 亚 用 一 张 幻灯 片 展 示 了 他 如 何 用 反 证 法 “过 程 超 简单 ” 
地 证 明 这 一 “数学 史上 伟大 的 猜想 "。 一 张 PPT， 三 分 钟 讲解 ， 阿 蒂 亚 “通过 理解 量 
子 力学 中 的 无 量 纲 常数 一 一 精细 结构 常数 ， 并 将 此 过 程 中 发 展 出 来 的 数学 方法 用 于 
解决 黎 曼 猜 想 ”"。 在 之 后 的 提问 环节 中 ， 阿 带 亚 声称 “用 我 的 方法 ， 黎 曼 猜 想 已 经 被 


证 明了 ”。 









































































































































































































































































































































































































































黎 曼 猜想 真 被 证 明了 吗 ? 与 媒体 的 热烈 反应 形成 对 照 的 是 ， 数 学 界 自始至终 保持 
着 平静 。 


























在 过 去 的 几 年 里 ， 阿 蒂 亚 已 经 做 出 过 两 次 重大 宣称 了 。2016 年 ， 他 给 出 “6 维 球 
面 上 不 存在 复 结构 ”的 证 明 。2017 年 ， 他 自称 将 长 达 255 页 的 法 伊 特 一 汤普森 定理 的 
证 明 简 化 成 了 12 页 。 对 于 他 的 这 两 次 声明 ， 数 学 家 表示 怀疑 和 沉默 ， 他 的 证 明 也 未 被 
王 何 期 刊 发 表 。 















































































































































阿 蒂 亚 近 几 年 的 这 类 经 历 、 年 近 90 岁 的 现状 ， 以 及 黎 曼 猜想 的 难度 ， 使 数学 界 对 


























阿 蒂 亚 关于 黎 曼 猜想 的 证 明 不 可 能 抱 有 乐观 态度 。 













































































讲 与 5 页 预 印 本 证 明 发 表 后 ， 少 数 愿意 实名 点 评 阿 蒂 亚 证 明 的 人 都 持 否 


定 态度 。 加 州 大 学 河 滨 分 校 的 数学 物理 学 家 约翰 ， 贝 效 说 ， 这 个 证 明 只 是 把 一 个 引 人 









































注目 的 主张 堆砌 在 另 一 个 主张 之 上 ， 缺 乏 任何 关联 论证 或 真实 的 证 据 。 
















































































名 数学 家 丘成桐 就 此 事 做 出 评论 : “大 家 都 说 这 篇 文章 没有 提供 一 般 数学 家 要 求 




















的 严格 性 的 定理 





























证 明 …… 时候 不 完备 的 证 明 也 会 带 有 启发 能 力 ， 但 是 我 还 没有 看 到 





















































这 篇 文章 的 启发 能 力 。” 








出 于 对 阿 蒂 亚 画 士 的 敬重 ， 数 学 界 不 可 能 大 张 旗 鼓 地 宣称 他 的 错误 ， 或 明 有 





























指出 












































公开 评论 。 








2019 年 1 月 11 日 ,英国 皇家 学 会 发 布 让 告 称 ， 数 学 家 迈克 尔 … 阿 蒂 亚 匡 士 
享年 89 岁 。 去 世 前 3 个 月 ， 阿 带 亚 “ 冒 着 一 个 年 轻 学 者 不 敢 冒 的 风险 ”"， 在 年 轻 学 入 
不 会 赌 的 地 方 财 了 一 把 。 但 他 的 冒险 没有 成 功 。 他 关于 黎 曼 猜想 的 证 明 ， 将 随 着 时 间 
流逝 ， 在 数学 家 互 有 默契 般 的 闫 默 中 不 了 了 之 。 他 把 攻克 黎 曼 猜想 的 接力 棱 留 给 ] 










































































他 的 “证 明 ” 完 全 不 构成 证 明 。 于 是 大 多 数学 家 对 此 的 态度 是 ， 保 持 统 默 ， 拒 绝 就 此 


去 世 ， 




























































































































































































来 人 。 人 类 仍然 需要 等 待 ， 等 待 一 个 真正 有 效 的 “全 新 的 想法 "。 
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那么 ,迄今 为 止 ， 数学 家 们 离 这 座 急 欲 攀登 的 数学 之 珠穆朗玛 峰 还 有 多 远 ， 




















E? 谁 
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线 之 外 的 零点 ， 





纯粹 数学 的 圣杯 呢 ? 















































《函数 的 触角 已 伸 向 如 此 多 的 数学 分 支 ， 甚 至 远 至 量子 物理 ， 因 此 人 们 不 可 













































































能 预测 黎 曼 假设 的 证 明 会 来 自 何 处 或 何人 。 也 许 有 一 天 某 全 计算机 上 会 发 现 一 个 临界 


从 而 推翻 黎 曼 假设 ; 也许 真 的 有 某 位 物理 学 家 谨 得 这 个 数学 头 次 ; 























































































































许 黎 曼 假 设 的 答案 位 于 数学 的 核心 深 处 ， 它 需要 由 某 位 杰出 的 纯 数 学 家 来 证 明 。 











上 ， 在 人 们 真 了 
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FE 登 上 这 座 数学 高 峰之 前 ， 没 有 人 知道 哪 条 路 能 通 回 峰 匡 ， 也 没 
































本 人 知 
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道人 们 离 峰 茵 究 竟 还 有 多 远 。 也 许 证 明 这 一 猜想 的 所 有 拼图 都 已 齐全 ， 只 等 有 人 将 其 
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。 也 许 数 学 家 解决 这 一 难题 所 需要 的 数学 工具 或 思想 还 未 诞生 。 






































整合 在 一 起 




































































因此 ， 何 时 数学 界 可 以 为 此 举 杯 庆祝 ， 对 此 我 们 没有 答案 。 也 许 就 在 下 一 个 月 ， 
也 许 要 等 1 个 世纪 。 假 想 500 年 后 ， 复 活 的 希 尔 伯 特 回 到 人 间 时 ， 仍 然 没 有 人 登 上 这 




































































座 数 学 珠穆朗玛 峰 ， 氛 起 这 一 数学 圣杯 。 





























bh 许 在 对 这 个 著名 难题 前 景 的 猜测 、 期 盼 与 无 尽 遐 想 中 ， 关 于 数学 问题 的 漫游 曼 












































人 情 。 


然而 止 ， 这 是 最 好 不 过 的 


Mh 


霍 布 斯 与 沃 利 斯 
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附录 


数学 “ 民 科 " 与 
家 的 一 场 较量 
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“ 民 科 ”话题 经 常 成 为 媒体 关注 与 人 们 热 议 的 焦点 。 本 文 提供 了 一 则 车 
名 案例 ， 详 尽 介绍 了 哲学 巨 折 堆 布 斯 与 圭 名 数学 家 活 利 斯 的 一 场 较量 。 文 
章 展 示 了 埠 布 斯 在 研究 化 圆 为 方 等 几何 问题 时 数学 “ 民 科 ”的 一 面 。 在 这 
场 完 全 不 对 等 的 较量 中 ， 处 于 劣势 的 堆 布 斯 至 死 不 肯 认 输 ， 不 肯 承 认 自 己 
的 低级 错误 。 霍 布 斯 的 表现 折射 出 “ 民 科 ”的 许多 特征 ， 这 可 以 成 为 认识 、 
里 解 “ 民 科 ” 行 为 与 心态 的 一 面 镜 子 。 

17 世纪 中 叶 ， 一 场 旷 日 持久 的 争论 拉 开 了 序 各 。 这 场 争论 的 引 人 注 
不 仅 在 于 它 涉及 一 个 车 名 的 几何 问题 ， 更 在 于 争论 的 双方 都 是 当时 (也 是 
以 后 ) 知名 的 人 物 。 其 中 一 位 是 哲学 史上 大 名 易 易 的 哲学 巨 哲 霍 布 斯 ， 兄 


一 位 是 17 世纪 数学 史上 极 寅 创造 力 的 数学 家 沃 利 斯 。 
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哲学 巨匠 霍 布 斯 : 生平 与 着 述 


ey UE AN 


























托马斯 . 震 布 斯 (1588 一 1679 )， 是 英国 著名 哲学 家 、 思 想 家 。 
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托马斯 霍 布 斯 















































霍 布 斯 出 生 在 英国 威 尔 特 那 一 个 乡村 牧师 家 庭 。4 岁 时 他 就 被 送 到 当地 的 教会 小 































































































学 读书 ， 后 转 到 私立 学 校 上 学 。 霍 布 斯 自 幼 聪颖 好 学 ，14 岁 时 已 通晓 希腊 文 和 拉丁 
文 。1603 年 ，15 岁 的 堆 布 斯 以 优异 成 绩 进入 午 津 大 学 。 但 他 的 大 学 经 历 不 是 太 愉 快 。 






































当时 的 午 津 大 学 给 学 生 灌 输 的 是 经 院 哲学 ， 科 学 在 午 津 根 本 没有 地 位 ， 数 学 被 当 作 魔 

术 而 加 以 禁止 。 他 对 学 校 中 所 教 的 正规 课程 不 感 兴趣 ， 经 常 跑 到 附近 的 书店 浏览 地 图 

和 游记 ， 把 大 部 分 时 间 花 在 其 他 事情 上 。 但 他 最 后 还 是 以 优异 的 成 绩 于 1608 年 2 月 毕 
业 ， 并 取得 了 文学 学 士 学 位 。 

不 久 后 ， 霍 布 斯 经 院 长 推荐 去 大 贵族 卡 文 迪 许 家 任 家 庭 教师 。 他 的 学 生 是 比 他 年 

友之 子 威廉 ， 后 来 成 为 德 文 郡 第 二 任 伯 表 。1614 年 ， 作 为 家 庭 教师 的 霍 布 

斯 第 一 次 陪同 学 生 游历 欧洲 大 陆 。 当 时 ， 英 国 贵 族 子弟 为 丰富 知识 ， 都 要 到 法 国 和 欧 
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洲 大 陆 其 他 国家 做 周游 旅行 ， 人 称 “ 大 周游 ”"。 对 富家 子弟 来 说 ， 这 种 欧洲 大 陆游 历 几 
乎 是 一 种 惯例 。 


震 布 斯 的 第 一 个 学 生 只 活 了 38 岁 。1628 年 ， 















































生 亦 友 的 威廉 去 世 后 ， 霍 布 斯 不 
得 不 改变 原 有 的 生活 状态 。1629 年 ， 埠 布 斯 成 为 格 维 斯 克利 夫 顿 严 士 儿子 的 家 庭 教 
师 。 不 和 久 就 陪同 新 学 生 做 第 二 次 欧洲 大 陆游 历 。1630 年 ， 霍 布 斯 重新 问 到 卡 文 迪 许 家 
布 斯 陪同 德 文 希 尔 又 进行 了 为 期 两 年 
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昌 任 威廉 儿子 德 文 希 尔 的 家 庭 教 师 。1634 年 ， 震 
的 欧洲 大 陆游 历 。 
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出 身 于 显贵 家 庭 ， 特 别 是 与 卡 文 迪 许 家 族 建立 的 毕生 友谊 和 联系 使 霍 布 斯 找到 了 
j 靠 的 保护 人 和 事业 上 的 赞助 者 。 通 过 卡 文 迪 许 家 族 ， 堆 布 斯 也 结识 了 当时 英国 一 批 
有 名 望 的 社会 名 流 与 学 者 ， 如 著名 英国 诗人 和 剧 作家 本 “' 琼 生 。 霍 布 斯 结交 的 好 友 中 
还 有 车 名 的 英国 大 哲学 家 弗朗西斯 ' 培根 。1620~1625 年 ， 霍 布 斯 曾 给 培根 当 了 多 年 
秘书 。 

障 同 学 生 所 做 的 三 次 游历 更 是 对 霍 布 斯 思想 的 形成 产生 了 极 大 的 影响 。 

1610 年 ， 霍 布 斯 陪同 学 生 第 一 次 出 游 欧 洲 大 陆 ， 先 后 访问 了 法 国 、 德 国 和 意 大 
利 。 这 次 大 陆 旅 行 ， 使 堆 布 斯 的 眼界 大 为 开阔 。 他 意识 到 午 津 所 授 各 种 课程 已 过 时 ， 
世界 需要 重新 认识 。 

第 二 次 大 陆 旅行 成 了 霍 布 斯 走向 哲学 家 生涯 的 转折 点 ， 从 此 ， 他 把 自己 的 兴趣 从 
文学 转向 了 科学 和 哲学。 也 是 在 这 次 游历 中 ， 霍 布 斯 对 几何 学 产生 了 兴趣 。 在 一 本 他 
的 早期 传记 中 记载 了 一 则 有 趣 的 轶 事 。 一 次 堆 布 斯 到 一 位 法 国 绅士 家 作客 ， 在 主人 的 
恒 里 ， 埠 布 斯 发 现 和 蝎子 上 有 一 本 打开 的 欧 几 里 得 的 《几何 原本 六 他 恰好 读 到 了 “定理 
47”， 他 说 :“ 这 不 可 能 !” 于 是 他 开始 看 对 这 个 定理 的 证 明 。 这 个 证 明 又 引 他 去 看 前 画 
的 定理 。 最 后 ， 他 信服 了 ， 并 为 几何 学 有 逻辑 证 明 的 严密 和 精确 性 所 折服 。 这 次 富有 传 
奇 色彩 的 事情 后 ， 他 爱 上 了 几何 学 。 

公理 化 的 几何 学 方法 第 一 次 在 堆 布 斯 面前 显示 了 自己 的 力量 。 在 无 可 怀疑 的 基础 
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上 探讨 事物 之 间 联 系 的 方法 深 深 打动 了 霍 布 斯 ， 并 对 其 思想 的 形成 产生 了 重要 影响 。 


















































































































































在 他 看 来 ， 自 然 科学 必须 采取 几何 证 明 的 形式 。 必 须 有 清晰 的 定义 ， 公 理 必 须 被 明白 
力 
地 规定 出 来 ,然后 从 中 得 出 推论 。 只 有 这 样 ， 科 学 才 是 确定 的 、 合 乎 逻辑 的 、 必 然 的 。 二 
佑 
布 












































几 十 年 后 ， 他 熟练 运用 这 种 方法 写 出 了 自己 的 《 论 公民 》 斯 
第 三 次 欧洲 大 陆游 历 是 他 思想 发 展 最 重要 的 一 次 旅行 ， 给 了 他 刚刚 开始 的 哲学 生 
涯 深刻 的 影响 。 在 这 次 旅行 中 ， 他 结识 了 众多 著名 学 者 ， 特 别 是 在 法 国 认 识 了 梅森 ， 
并 与 梅森 组 织 的 著名 学 术 团 体 建立 了 联系 。 他 还 在 1636 年 专程 到 意大利 拜会 了 伽 利 
铬 ， 与 伽利略 讨论 了 有 关 运 动 的 各 种 问题 。 欧 几 里 得 的 几何 学 给 霍 布 斯 以 方法 ， 伽 利 
铬 的 机 械 运 动 原理 又 给 他 以 指导 思想 ， 一 座 哲 学 宏伟 大 厦 的 蓝图 在 他 心中 逐渐 形成 了 。 
在 他 的 计划 中 ， 他 将 完成 的 哲学 体系 包括 三 部 分 : 第 一 部 分 是 论 物 体 ， 第 二 部 分 是 论 
人 ,第 三 部 分 是 论 国 家 。 

1637 年 底 ， 霍 布 斯 怀 着 构筑 体系 的 雄心 返回 英国 。 人 然而， 不 久 后 英国 国内 形势 变 
得 非常 严峻 。1640 年 ， 在 国王 下 令 解 散 短期 国会 后 ， 国 内 气氛 达到 了 白热化 。 在 这 一 
时 期 ， 霍 布 斯 用 英文 写 了 一 本 表明 他 政治 理论 的 小 册子 《法 律 、 自 然 和 政治 原理 六 在 
这 本 书 里 他 力图 证 明 ， 国 家 权力 不 可 分 割地 属于 统治 者 ， 国 王 应 该 有 绝对 的 权力 。 该 
书写 成 后 ， 并 没有 出 版 ， 却 以 抄本 的 形式 得 到 了 广泛 流传 。 

随 着 国会 派 和 国王 之 间 的 斗争 更 加 激烈 ， 内 上 成 已 迫在眉睫 。 堆 布 斯 极为 惊慌 ， 他 
担心 他 的 鼓吹 君主 专制 的 小 册子 会 给 自己 带 来 生命 危险 。 于 是 ， 在 内 战 侣 发 前 ， 霍 布 
斯 随同 卡 文 迪 什 家 族 逃 到 法 国 避 难 。 

流亡 期 间 ， 霍 布 斯 把 大 部 分 时 间 用 于 研究 。1642 年 ， 他 把 《法 律 、 自 然 和 政治 原 
理 》 一 书 的 后 一 部 分 做 了 扩充 ， 最 后 完成 并 匿名 发 表 了 《 论 公 民 》 一 书 。 这 本 书 出 版 
后 大 受 欢迎 ， 就 连 笛 卡 儿 也 为 之 赞赏 不 已 ， 霍 布 斯 因而 声名 渴 起 。1646 年 初夏 ， 霍 布 
斯 受到 推荐 ， 担 任 威尔士 王子 ( 即 后 来 复辟 后 的 查理 二 世 ) 的 数学 老师 直至 1648 年 。 

1651 年 ， 堆 布 斯 完成 出 版 名 著 《 利 维 坦 》 虽然 《 利 维 坦 》 中 几乎 所 有 的 中 心思 
想 都 在 霍 布 斯 的 早期 著作 或 手稿 中 出 现 了 ， 然 而 ， 相 比 他 的 前 两 本 政治 论著 ,《 利 维 
坦 》 的 内 容 更 为 丰富 ， 论 证 更 为 详尽 ， 语 气 也 更 为 激烈 。 这 本 书 刚 出 版 便 产 生 了 履 动 。 
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民 快 ， 赞 美 与 批评 便 蜂拥 而 至 ， 使 霍 布 斯 的 影响 远 远 超出 当时 所 有 其 他 的 思想 家 ,起 
布 斯 也 由 此 赢得 了 渴望 已 久 的 声望 并 拥有 了 批 崇拜 者 。 不 过 ， 这 本 书 的 出 版 却 使 
他 与 其 他 逃亡 的 保 王 派 关系 决裂 ， 人 迫使 他 不 得 不 向 革命 派 的 英国 政府 寻求 保护 。 

1651 年 ， 经 过 11 年 的 流亡 生活 后 ， 霍 布 斯 问 到 克 伦 威 尔 执政 的 英国 。 在 随后 的 
岁月 里 ， 他 在 伦敦 平静 地 从 事 他 未 完成 的 哲学 体系 的 著述 。1654 年 ， 多 年 思索 的 成 果 
《 论 物体 》 终 于 完稿 ， 第 二 年 在 伦敦 出 版 英文 版 。 这 本 书 着 重 论述 了 逻辑 学 、 数 学 和 物 
里 学 的 基本 原理 。 霍 布 斯 把 《 论 物体 》 看 成 是 他 的 体系 的 第 一 部 分 ， 认 为 该 书 新 闻 述 
的 基本 原理 是 他 的 整个 哲学 体系 的 基础 。1658 年 ,《 论 人 》 一 书 出 版 。 至 此 ， 堆 布 斯 
计划 完成 的 《哲学 原理 》 三 部 曲 (《 论 物体 》《 论 人 》《 论 公民 》) 全 部 问世 ， 他 终于 完 
成 了 他 构想 了 30 多 年 的 整个 哲学 体系 。 此 后 ， 霍 布 斯 作为 哲学 家 和 政治 思想 家 ,没有 
写 出 更 重要 的 作品 ， 主 要 是 捍卫 自己 的 学 说 。 

1658 年 ， 克 伦 威 尔 病死 。1660 年 ， 查 理 二 世 即 位 ， 英 国 历史 上 开始 了 王政 复辟 时 
期 。 在 其 以 前 学 生 查 理 二 世 的 保护 下 ， 霍 布 斯 未 受 多 大 伤害 ， 比 较 平 静 地 度 过 了 余下 
岁月 。 在 晚年 ， 霍 布 斯 的 兴趣 又 回 到 了 青年 时 代 的 文学 爱好 方面 。 实 际 上 ， 早 在 1629 
年 ， 作 为 其 研究 文学 和 历史 的 第 一 个 成 果 ， 他 就 曾 翻译 了 古 希 腊 历史 学 家 修 昔 底 德 的 
《 伯 罗 奔 尼 撒 战 争 史 六 1675 年 ， 他 将 荷 马 的 《奥德赛 》 译 成 英文 ， 第 二 年 又 翻译 了 
《伊利 亚 特 六 1679 年 12 月 4 日 ，90 多 岁 高 龄 的 堆 布 斯 安静 地 离开 了 人 世 。 “他 的 患 病 
和 去 世 没 有 什么 特别 与 众 不 同 的 地 方 。 

然而 ， 堆 布 斯 的 声望 与 影响 并 没有 随 着 他 的 去 世 而 烟消云散 。 他 在 世 的 时 候 ,《 法 
律 、 自 然 和 政治 原理 》《 哲 学 原理 》( 包 括 《 论 物体 《 论 公民 》 和 《 论 人 》) 和 《 利 维 
昌 》 这 几 本 名 著 已 为 他 赢得 了 国内 与 国际 声誉 ， 其 思想 影响 了 一 大 批 著名 学 者 ， 这 些 
人 中 包括 斯 宾 诺 莎 、 莱 布 尼 将 、 狄 德 罗 、 卢 梭 、 休 议和 洛克 。 特 别 是 体系 最 完备 、 内 
容 最 充实 、 论 证 最 严密 、 学 术 价 值 最 高 、 影 响 最 大 ， 被 研究 者 称 为 “最 伟大 的 ， 也 许 
是 唯一 用 英语 写 出 的 政治 哲学 巨著 "《 利 维 坦 》 一 书 为 之 后 西方 政治 哲学 的 发 展商 定 了 


根基 。 这 位 政治 理论 的 划时代 人 物 因而 也 被 称 为 第 一 位 现代 意义 上 的 政治 哲学 家 。 第 
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二 次 世界 大 战 后 还 出 现 了 许多 在 











益 复 杂 的 生活 面前 ， 希 望 从 他 的 思 ? 
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于 思想 上 的 分 歧 ， 霍 布 斯 曾 先后 与 许 


学 家 笛 卡 儿 、 主 教 约翰 ， 
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想 中 寻求 启迪 和 


这 些 论 成 的 结 5 

















同时 代 人 展开 过 论战 ， 如 与 著名 法 














想 的 优秀 著作 。 这 反映 了 人 类 在 
答案 的 期 有 盼 。 
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有 些 争论 或 许 还 麻 


论 涉及 堆 布 斯 涉猎 





厅 了 他 日 











的 思想 。 然 而 ， 很 不 地， 
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个 古老 的 几何 问题 





数学 家 的 声誉 。 下 面 我 们 儿 


沃 利 斯 (1616 一 1703 )， 是 英 医 
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来 看 ; 


: 几何 学 。 我 
场 不 愉快 的 争论 




















大 都 无 损 于 堆 布 斯 的 声誉 ， 






































一 生 中 经 历 的 最 大 争论 。 这 








门将 看 到 ， 这 
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1， 并 因此 丧失 掉 他 在 











论 的 另 


方 约翰 ' 沃 不 


数学 强人 沃 利 斯 

















车 名 数学 家 、 密 码 专 家 。 
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比 霍 布 斯 小 24 岁 的 沃 利 斯 1616 年 12 月 3 日 生 于 英国 肯特 郡 的 阿 什 福 德 。 在 他 
F 仅 6 岁 时 他 受 人 尊敬 的 父亲 因 病 去 世 了 ， 但 在 母亲 的 照顾 之 下 沃 利 斯 接受 了 良好 
的 教育 。1625 年 ， 沃 利 斯 进入 肯特 郡 坦 特 登 村 的 一 所 文法 学 校 ， 接 受 了 完善 的 拉 
文 训练 。 这 个 有 天 赋 的 孩子 14 岁 时 就 能 读 和 说 拉丁 文 ， 还 能 读 希 腊 文 、 希 伯 来 文 和 
法 文 。 学 校 不 教授 数学 ， 直 到 1631 年 的 圣诞 假期 ，15 岁 的 沃 利 斯 才 在 兄长 的 指导 下 
把 算术 当 作 一 种 “好 玩 的 业余 消遣 ”来 学 习 。 在 首次 和 数学 接触 后 ， 数 学 成 为 沃 利 
斯 的 爱好 。 

1631~1632 年 间 ， 沃 利 斯 就 读 于 埃 赛 克 斯 郡 菲 斯 台 德 村 的 马丁 霍 尔 拜 克 学 校 。 
除了 进一步 学 习 拉丁 文 和 希腊 文 以 外 ， 还 学 了 一 点 希 伯 来 语 以 及 逻辑 学 原理 。1632 年 
圣诞 节 前 后 ， 作 为 自费 生 的 沃 利 斯 进入 剑桥 的 伊 曼 纽 尔 学 院 攻读 传统 的 大 学 课程 ， 先 
后 取得 学 士 学 位 (1637) 和 硕士 学 位 (1640)。 在 校 期 间 ， 他 学 习 过 神学 、 物 理学 、 解 
剖 学 、 天 文学 及 地 理学 等 学 科 。 
于 他 所 受 的 基本 训练 是 当 一 名 神职 人 员 ， 因 此 在 毕业 后 他 担任 了 查理 二 世 的 宫 
廷 礼拜 堂 牧师。 但 在 业余 时 间 他 仍 铬 研 数 学 ， 并 做 过 一 些 数 学 研究 ， 特 别 是 在 解 代数 
方程 方面 获得 了 一 些 成 果 。 能 显示 他 当时 水 平 的 一 个 例子 是 ，1647 年 或 1648 年 他 习 
新 独立 发 现 了 卡尔 丹 公 式 。 在 英国 国会 与 国王 查理 一 世间 的 神 突 斗 争 中 ， 他 的 数学 才 
能 也 得 以 显现 。 他 利用 数学 为 国会 破译 了 许多 被 截获 的 密码 信件 。 

1649 年 ， 颇 具 声 望 的 千 津 萨 维尔 几何 教授 职位 出 现 空缺 。6 月 14 日 ， 沃 利 斯 被 意 
外 地 任命 为 千 津 萨 维尔 几何 教授 ， 几 乎 可 以 肯定 ， 这 一 任命 是 他 为 国会 所 做 的 有 价值 
贡献 的 回报 。 自 此 以 后 ， 数 学 由 他 的 业余 爱好 变 成 了 职业 需要 ， 沃 利 斯 也 很 快 成 为 欧 
洲 第 一 流 的 数学 家 。 
直到 1703 年 去 世 前 的 54 年 里 ， 沃 利 斯 一 直 保持 这 个 职位 。 死 后 他 被 埋葬 在 牛津 
大 学 教 和 党， 附近 的 一 道 墙 上 刻 着 下 述 文字 :“ 这 里 安睡 着 约翰 ' 沃 利 斯 ， 神 学 博士 ， 艾 
E 尔 几何 教授 ， 牛 津 大 学 档案 保管 人 。 他 留 下 了 不 朽 的 著作 ……” 

在 著述 颇 丰 的 一 生 中 ， 沃 利 斯 完成 并 出 版 了 多 本 数学 著作 ， 其 中 最 著名 的 是 《无 
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穷 算 术 》 (1655 由 在 这 本 名 车 中 ， 沃 利 斯 扩展 了 长 瓦 列 里 的 不 日 分 原理 ， 最 早 巴 指数 中 

概念 从 正 整数 推广 到 有 理 数 ， 在 对 分 数 指数 积分 的 研究 中 ， 求 出 了 定 积分 (用 现在 符 

俯 

号 表示 ) | zwwdr= -L -= -9 _， 在 求 得 定 积分 | VIPdr -= 开 后 ,给 出 著名 的 无 克 

(P/19)+1 p+g 0 4 

于 和 去 9 

限 乘积 表达 式 一 Se el 1 
这 本 代表 作 的 发 表 ， 使 活 利 斯 作为 一 个 数学 家 享誉 四 方 ， 其 书 中 的 发 现 ， 也 使 他 


















































成 为 微 积 分 的 先驱 之 一 。 几 年 后 ， 这 本 书 还 深刻 地 影响 了 和 牛顿。1664~1665 年 冬 ， 正 
是 在 怀 着 极 大 兴趣 阅读 并 深入 研究 《无 穷 算术 》 后 ， 牛 顿 创立 了 微 积分 。 

沃 利 斯 另 一 本 数学 代表 著作 是 《 论 圆 锥 曲线 》(1655 )。 在 书 中 ， 沃 利 斯 第 一 次 摆 

脱 锥 线 是 锥 面 截 线 的 看 法 ， 最 先 把 圆锥 曲线 当 作 二 次 曲线 ， 并 用 备 卡 儿 引 进 的 解析 方 
法 处 理 了 这 一 经 典 主题 。 
比 外 ， 他 还 著 有 《一 般 数 学 或 算术 大 全 》(1657)， 系 统 论 述 数 学 符号 及 历史 概要 。 
现在 我 们 使 用 的 无 穷 大 符号 “co ”与 小 于 等 于 符号 “<” 也 是 他 的 发 明 。1659 年 ,他 
写 了 《 论 摆 线 及 蔓 叶 线 》 将 他 所 熟悉 的 解析 法 又 往 前 推进 了 一 步 。1669~1671 年 ， 他 
发 表 了 长 篇 巨著 《力学 ， 或 关于 运动 的 几何 学 》。 该 书 第 一 部 分 用 严格 的 欧 几 里 得 几何 
方法 讨论 了 各 种 不 同形 式 的 运动 ， 在 力学 问题 的 数学 化 方面 取得 重大 进展 。1685 年 ， 
他 发 表 了 《 论 组合 、 交 错 与 整除 部 分 》 一 书 ， 讨 论 了 数论 中 的 一 些 问题 。 活 利 斯 的 最 
后 一 部 数学 著作 是 《历史 的 和 实用 的 代数 学 》(1685 )， 这 是 第 一 本 严格 地 叙述 英国 数 
学 史 的 著作 ， 全 书 分 100 章 ， 对 代数 学 的 历史 及 其 应 用 做 了 详尽 阐述 。 在 这 部 著作 中 ， 
沃 利 斯 还 首先 用 几何 方法 解释 了 虚数 。 

作为 17 世纪 最 有 才能 和 最 有 独创 精神 的 数学 家 之 一 ， 也 是 牛顿 在 英国 的 直接 前 
辈 之 一 ， 沃 利 斯 推动 瑞 国 数学 界 的 发 展 长 达 半 个 多 世纪 ， 在 这 段 时间 中 ， 他 为 了 促 
使 数学 在 英国 能 享有 与 在 欧洲 大 陆 相同 的 显赫 地 位 而 做 出 了 极 大 努力 。 正 因为 有 了 
沃 利 斯 的 准备 工作 和 牛顿 的 天 才 ， 数 学 研究 的 中 心 才 从 法 国 和 荷兰 转移 到 英国 ， 并 
保持 了 一 段 时 间 。 后 来 通过 莱 布 尼 次 、 伯 努 利家 族 和 欧 拉 的 努力 ， 这 个 中 心 才 又 移 
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回 欧洲 大 陆 。 
除数 学 上 的 贡献 外 ， 兴 趣 广 泛 、 智 力 超群 、 一 生 都 精力 旺盛 的 沃 利 斯 还 在 其 他 多 
方面 留 下 了 自己 的 印迹 。 

沃 利 斯 是 伦敦 皇家 学 会 的 主要 发 起 人 和 坚定 的 会 员 。 英 国 皇 家 学 会 成 立 于 1662 
年 ， 但 早 在 1645 年 前 后 ， 沃 利 斯 就 参与 了 这 一 重要 学 术 团 体 的 创建 。17 世纪 80 年 
代 ， 沃 利 斯 还 当选 为 该 学 会 的 主席 。 这 个 起 步 时 并 不 那么 有 和 名 的 以 促进 科学 进步 为 已 
任 的 组 织 ， 后 来 成 为 声望 极 高 的 科学 机 构 。 

沃 利 斯 还 在 密码 、 档 案 、 语 法 、 逻 辑 、 音 乐 及 神学 领域 有 所 建树 。 

作为 一 个 密码 专家 ,他 早 在 青年 时 代 ， 就 为 国会 破译 被 截获 的 密码 提供 过 有 价 但 
的 服务 。 作 为 一 位 优秀 的 档案 资料 保管 员 ， 沃 利 斯 所 制定 的 编目 分 类 法 一 直 用 到 20 世 
纪 。 他 车 有 逻辑 学 著作 Institutio logicae (1687 )。 虽 然 不 是 职业 音乐 家 ， 但 他 写 出 了 一 
些 关 于 音乐 理论 的 论文 ， 刊 登 在 《后 学 会 会 报 》 上 。 他 写 过 不 少 宗教 文章 ， 他 的 布道 
及 其 他 神学 著作 常 因 其 通俗 明朗 的 语言 而 倍 受 称道 。 
在 语言 学 方面 ， 他 若 有 《英国 语言 文法 》(1652 )。 在 这 方面 的 研究 还 为 他 教 邦 哑 
人 说 话 的 先驱 性 尝试 商定 了 一 套 有 用 的 理论 基础 。 他 曾 致力 于 训练 耳 故 者 说 话 ， 据 说 
是 最 先 设计 出 一 套 教授 莹 哑 人 的 方法 的 人 。 
沃 利 斯 还 以 善于 公开 辩论 而 著称 ， 他 具有 非常 好 争论 的 性 格 。 与 堆 布 斯 一 样 ， 
沃 利 斯 一 生 曾 多 次 卷 入 狂热 的 争辩 。 和 赁 着 自己 卓越 的 数学 才能 ， 他 屡屡 得 胜 而 归 。 
闻 与 法 国 著名 数学 家 费 马 的 论战 后 ， 沃 利 斯 成 了 数学 领域 的 






































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































例如 ， 在 1656~1657 年 
权威 。 
他 与 争论 最 历 害 的 埠 布 斯 的 较量 ， 会 鹿死谁手 呢 ? 






























































全 已 世 
能 合 











[人 


与 圆规 作出 
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霍 布 斯 与 沃 利 斯 








霍 布 斯 与 沃 利 斯 最 初 的 争论 源 自 一 个 几何 

















学 问题 : 化 圆 为 方 问题 。 这 一 问 
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个 与 给 定 圆 面积 相伴 


























对 霍 布 斯 在 《 论 物 体 》 














说 起 来 ， 沃 利 斯 为 了 发 动 这 次 对 霍 布 斯 的 攻击 已 经 等 待 
斯 出 版 名 着 《 利 维 坦 》， 
阵营 人 士 的 反对 。1654 年 ， 牛 津 大 学 的 天 文学 教授 加 
六 》 为 大 学 辩护 ， 其 反击 的 对 象 
大 学 生活 过 得 并 不 愉快 ， 他 因为 厌恶 大 学 里 的 
了 大 学 ， 他 指 员 牛津、 剑桥 大 学 是 经 院 主义 
己 的 书 才 应 该 “成 7 
斯 的 观点 做 了 驳斥 ， 











发 表 《为 学 院 关 






































等 的 正方 


本 》 一 书 第 20 章 中 对 这 一 问题 给 出 肯定 的 解答 。1655 年 ， 沃 利 斯 发 





























乡 。1654 年 ， 霍 布 斯 在 
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己 出 版 





























' “化 














河 











为 方 ” 的 理论 表示 质疑 ， 儿 

















论 由 此 开场 了 。 
























































为 自己 赢得 了 极 大 的 声誉 。 


















































5 大 学 课本 ”。 不 满 于 霍 丰 
























































E 是 霍 布 斯 















































学 教育 ， 所 














思 “… 沃 和 





表 文 章 ， 


了 几 年 了 。1651 年 ， 震 布 























3 书 中 的 一 些 观 点 也 遭 到 来 上 
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德 ( 沃 利 斯 的 
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。 我 们 已 提 到 ， 


和 霍 布 斯 的 














以 曾 在 《 利 维 坦 》 中 批评 






































学 发 展 的 牢狱 ， 





I 心 ， 是 窒息 科 
















































































都 是 最 新 研究 成 果 和 方 


























为 大 学 做 了 有 力 辩 护 。 








斯 的 做 慢 与 对 大 学 的 批评 ， 沃 德 对 霍 布 























沃 德 声称 ， 替 

















课程 的 内 容 。 他 说 ， 和 牛津 的 学 术 讨 论 是 开放 的 ， 
法 。 沃 德 批评 堆 布 斯 的 观点 就 像 “ 那 

















































































































而 非 教条 主 




















布 斯 根本 








人 知道 牛津 大 全 








义 的 ; 在 数学 方 








本， 教 的 


















































7 个 沉睡 不 醒 的 人 ， 很 多 



















































































年 以 后 ， 他 们 醒 来 了 ， 却 依然 按照 当初 入 睡 时 的 情形 行事 "。 我 们 已 经 提 到 ，1649 年 ， 
沃 利 斯 成 为 牛津 萨 维 尔 几何 教授 。 这 之 后 ， 牛 津 大 学 在 数学 教学 方面 已 经 发 生 了 很 大 
改变 。 而 堆 布 斯 所 谈论 的 是 自己 经 历 的 大 学 ， 他 不 了 解 在 其 毕业 几 十 年 后 一 些 大 学 的 
真实 情况 。 因 此 ， 当 霍 布 斯 不 顾 变化 后 的 事实 ， 批 评 大 学 教育 的 时 候 ， 我 们 可 以 想见 
添 利 斯 的 郁闷 。 






































堆 布 斯 《 论 物体 》 一 书 的 出 版 ， 终 于 证 沃 利 斯 迎 来 了 一 扫 这 郁闷 的 机 会 。 


























这 AN 


RSS 


.347. 


Ne > 


co 
下 
Oo 









































布 斯 一 直 公开 声称 其 哲学 思想 是 以 数学 为 基础 的 ， 因 此 ， 沃 利 斯 希望 通过 指出 堆 布 斯 
数学 上 犯 的 错误 ， 以 捧 毁 其 折 学 大 厦 。 在 后 来 (1659 年 1 月 1 日 ) 写 给 荷兰 物理 学 家 
和 天 文学 家 惠 更 斯 的 一 封 信 中 ， 沃 利 斯 表明 了 这 一 策略 。 

“我 们 的 利 维 坦 先生 正 疯 狂 地 攻击 、 破 坏 我 们 大 学 (不 只 是 英国 大 学 ， 而 是 所 有 
大 学 ) 的 名 誉 ， 特 别 是 热衷 于 诈 毁 教士 和 牧师 。 似 乎 信教 国家 中 没有 任何 真正 的 知 
识 …… 似 乎 人 们 不 懂 哲 学 就 无 法 理解 宗教 ， 而 不 懂 数 学 又 不 能 理解 哲学 。 因 此 ， 正 直 
的 数学 家 看 来 有 必要 向 他 展示 一 下 ， 他 对 自己 口口声声 所 称 的 数学 是 多 么 无 知 。 将 他 
的 推理 倒 过 来 ， 那 么 他 向 我 们 吐出 污 言 移 语 的 所 谓 哲 学 ， 该 是 何等 荒 廖 。 

于 是 ， 在 《 论 物体 》 出 版 3 个 月 后 ， 沃 利 斯 快速 出 击 ， 向 堆 布 斯 发 起 攻击 。 在 用 
拉丁 文 写成 的 小 册子 《关于 霍 布 斯 几何 学 问题 的 间接 反 驶 》( 间接 反驳 是 苏 格 拉 底 采 
的 一 种 通过 交谈 而 导出 真理 的 方法 ) 中 ， 沃 利 斯 批判 了 埠 布 斯 的 概念 和 方法 ， 揭 出 起 
布 斯 在 数学 上 的 许多 漏洞 。 他 以 高 超 的 论 兴 才 能 ， 时 而 冷嘲热讽 ， 时 而 据 理 力争 ， 把 
霍 布 斯 撕 绘 成 一 个 铺 莽 无 知 、 狂 妄 自 大 的 教会 政 人 。 他 对 堆 布 斯 的 批判 绝对 称 得 上 是 
无 情 揭 露 、 残 本 # 

不 过 ,“ 利 维 坦 先生 ”可 诀 非 轻易 服输 之 辈 

在 1655 年 英文 版 《 论 物 体 》 问 世 时 ， 霍 布 斯 虽然 删除 了 一 些 被 沃 利 斯 揭发 的 严重 
错误 ， 但 他 却 增 添 了 一 个 附录 ， 对 沃 利 斯 的 猛烈 攻击 进行 了 反击 。 这 个 辱骂 性 的 附录 
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题目 是 “数学 六 课 : 给 一 位 几何 学 教授 和 一 位 天 文学 教授 ”"。 显 然 ， 这 两 位 教授 是 指 沃 





























利 斯 和 沃 德 。 在 献 词 中 堆 布 斯 写 道 : “从 我 《 论 物 体 》 的 第 七 章 至 第 十 三 章 ， 我 已 经 修 
正和 解释 了 科学 [ 几何 学 ] 原理 ， 即 我 做 了 添 利 斯 先生 借以 拿 新 水 的 工作 。” 进而， 他 
不 仪 回答 了 沃 利 斯 的 “间接 反驳 “， 而 且 还 提 到 了 活 利 斯 的 另外 两 本 闭 作 一 一 “我 在 本 
书 中 仪 用 了 两 三 页 就 完全 将 它们 了 驶 倒 了 。 而 且 我 坚信 ， 自 从 世界 产生 以 来 ， 没 有 也 将 
不 会 有 比 这 更 若 廖 的 几何 学 若 作 了 ”。 

在 第 三 课 中 ， 他 将 沃 利 斯 的 书 称 为 “无 知 和 莫名 其 妙 的 拼 竣 ”。 在 第 四 课 中 ， 他 将 
沃 利 斯 的 《无 穷 算术 》 一 书 称 为 “下 流 之 作 ”( 不 过 ， 正 如 我 们 前 面 已 经 提 到 过 的 ， 在 
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起 布 斯 眼中 的 这 本 “下 流 之 作 ” 促 成 了 午 顿 微 积分 的 创建 ) 第 五 课 特别 引 人 注 目 ， 他 中 
批评 了 添 利 斯 书 中 “高 度 为 无 限 小 的 平行 四 边 形 "。 替 布 斯 问 道 : “这 是 几何 学 的 语言 ”二 

佑 
吗 ?” 其 实 ， 这 恰恰 反映 了 替 布 斯 的 致命 弱点 : 他 过 分 痴迷 于 几何 学 而 对 迅速 兴起 的 代 党 







































































数 一 罕 不通 。 他 本 该 客观 地 谈论 族 利 斯 处 理 圆锥 曲线 的 天 才 方法 ， 但 他 却 因 为 沃 利 斯 
的 推导 中 “充满 了 如 此 之 多 的 符号 ”而 根本 没有 了 耐心 去 研究 。 

在 结尾 处 震 布 斯 写 道 : "去 你 们 的 吧 ， 粗 鲁 的 教会 主义 、 不 近 人 情 的 牧师 、 道 
德 沧 形 者 、 狠 狐 为 奸 的 朋党 、 以 萨 迦 的 一 对 坏蛋 、 最 可 恶 的 辩护 者 和 所 谓 的 学 术 捍 
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活 利 斯 随即 发 表 《 为 霍 布 斯 先生 改正 错误 一 一 或 日 校训 (因为 他 的 课 没 有 讲 对 )》 
(1656 ) 反 驶 霍 布 斯 的 观点 ， 并 趁 着 雷 布 斯 发 行 《 论 物体 》 瑞 文 译 本 的 期 间 继 续 批评 他 
在 数学 上 的 错误 。 埠 布 斯 则 以 数 篇 论文 反击 ， 如 《 鞠 雇 几何 学 的 标志 、 乡 间 俗 语 、 苏 
格 兰 教会 政治 与 几何 学 教授 、 神 学 博士 亨利， 沃 利 斯 的 愚昧 》(1657)。 但 沃 利 斯 轻易 
地 以 一 篇 回复 以 驳 霍 布 斯 的 观点 》1657 ) 击 倒 霍 布 斯 的 论点 。 最 后 霍 布 斯 拒绝 再 回复 
沃 利 斯 ， 暂 时 退出 了 争论 ， 以 完成 他 的 三 部 曲 的 有 关内 容 。 沃 利 斯 则 利用 这 段 时 间 整 
里 出 版 了 一 本 综合 性 文集 《数学 通论 》 按 现代 术语 讲 ， 主 要 讨论 了 一 些微 积分 的 基本 
问题 。 两 人 的 争论 暂时 停息 。 

经 过 一 段 时 间 的 平静 之 后 ， 堆 布 斯 于 1660 年 发 表 《 对 今日 数学 的 检验 和 改进 等 》， 
宣布 他 又 回 到 了 争论 成 场 。 沃 利 斯 选择 了 沉默 。1661 年 ， 堆 布 斯 又 出 版 《关于 物理 学 
的 对 话 》 目的 是 择 击 波 义 耳 和 皇家 学 会 的 研究 方法 。 波 义 耳 作为 沃 利 斯 的 朋友 被 当 作 
了 旦 家 学 会 的 反面 教材 。 在 霍 布 斯 看 来 ， 打 击 波 义 耳 确 可 收 一 箭 双 雕 之 效 。 然 而 波 义 
等 人 很 轻易 地 便 驳 倒 了 他 站 不 住 脚 的 批评 。 

1662 年 ， 堆 布 斯 又 发 表 《 物 理学 问题 5 论 “ 倍 圆 ” 的 两 个 命题 》 开始 在 数 
学 方面 与 包括 沃 利 斯 在 内 的 几何 学 家 展开 正面 交锋 。 这 次 涉及 的 几何 问题 除 化 圆 为 方 
外 ， 又 增添 了 “ 倍 立 方 间 题 "。8 月 ， 堆 布 斯 收 到 了 惠 更 斯 的 一 封 信 ， 信 中 解释 了 震 


布 斯 在 证 明 “ 化 圆 为 方 ”和 “ 倍 立方 ”问题 中 出 现 的 几 处 错误 。 另 一 位 数学 家 看 到 替 















































































































































RSS 







































































































































































Ha 
























































































































































































































































齐 














9 

























































































bal 






























































加 
































































































































河 

















.349 


NNN 


CD 
a 
Ded 











布 斯 论证 “ 们 立方” 问题 的 手稿 复 本 后 ， 也 指出 了 霍 布 斯 的 错误 ， 并 对 他 又 劝诫 又 侮 
厚 :“ 这 位 杰出 人 物 ” 在 明显 还 没有 “完全 懂得 数学 家 们 的 思想 ”时 不 应 该 对 他 们 轻率 
地 加 以 批评 。 如 果 霍 布 斯 的 “本 来 甚 不 错 的 名 声 ” 因 为 “老年 时 的 这 本 可 怜 的 著作 ” 
而 大 大 受 损 了 ， 他 也 会 为 之 感到 遗憾 。 霍 布 斯 实际 上 被 人 当成 了 恩 昧 的 老 傻 瓜 。 他 对 
比 很 不 高 兴 。 霍 布 斯 向 所 有 人 g 玻 “认为 一 方 石头 的 十 倍 等 于 十 方 石头 的 人 ” 除 
外 一 一 解释 说 ， 惠 更 斯 等 都 是 错 的 ， 而 他 是 正确 的 。 

沃 利 斯 也 写 了 一 本 《对 霍 布 斯 先生 的 《对 话 〉 的 思考 》(1662 ) 批评 霍 布 斯 。 截 布 
斯 则 写 了 一 本 《对 霍 布 斯 先生 的 忠诚 、 信 仰 、 和 名声 和 作为 的 思考 》 作 为 回击 。 到 1664 
3 月 时 ， 霍 布 斯 厌倦 了 争吵 :“ 我 不 想 对 已 付 印 的 证 明 再 做 什么 改变 、 确 认 和 争辩 。 
它 是 正确 的 ， 如 果 那 些 怀 有 偏见 的 人 没有 仔细 读 它 ， 那 是 他 们 的 错 ， 不 是 我 的 错 。 他 
们 是 一 群 自负 的 、 喜 欢 在 背后 中 伤 别人 的 人 。 当 他 们 在 其 他 人 的 原理 (这 些 原 理 要 人 么 
是 错误 的 ， 要么 是 不 可 理解 的 ) 上 建构 了 错误 的 论证 框架 之 后 ， 他 们 的 意识 就 为 虚荣 
所 缚 ， 再 也 不 愿 承认 任何 新 的 真理 。” 
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然后 是 暂时 的 休战 。 
经 过 一 段 时 间 的 沉寂 后 ，1666 年 堆 布 斯 再 次 向 活 利 斯 发 起 了 猛烈 的 进攻 ， 发 动 了 
第 三 阶段 的 争论 ， 直 维 持 至 他 90 岁 为 止 。 
1666 年 ， 埠 布 斯 发 表 《 几何 原理 及 其 证 明 》， 打算 以 此 击 退 自负 的 几何 学 教授 的 



















































































反扑 。 同 时 ， 他 也 坦诚 地 承认 ， 自 己 正 单枪匹马 地 与 “所 有 的 几何 学 家 ”作战 。 霍 布 
斯 还 以 其 特有 的 幽默 挖苦 说 :“ 或 者 我 一 个 人 疯 了 ， 或 者 只 有 我 一 个 人 没有 疯 ， 要 不 就 
是 我 们 全 疯 了 。 除 此 以 外 ， 别 无 其 他 可 能 。” 

1666 年 8 月 ， 沃 利 斯 在 皇家 学 会 会 刊 《 折 学 学 报 》 上 发 表 了 题 为 “ 写 给 一 位 朋 
友 : 沃 利 斯 对 堆 布 斯 先生 近 作 《几何 原理 及 其 证 明 》 的 评论 ”的 文章 ， 回 答 了 替 布 斯 
的 挑战 。 

1669 年 ， 已 是 80 多 岁 老 人 的 蚌 布 斯 将 解决 化 圆 为 方 难题 的 种 种 方案 以 及 对 另外 
两 个 古 希腊 著名 几何 难题 (用 几何 方法 求 球体 体积 、 求 倍 立 方 体 问 题 ) 的 解法 汇编 出 
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版 。 该 文集 出 版 后 ， 立 即 招来 沃 利 斯 的 批评 。 两 人 于 1669 年 、1671 年 和 1672 年 又 爆 
发 激烈 争论 。 

晚年 病痛 缠身 ， 但 并 不 准备 “ 安 度 晚年 ”的 霍 布 斯 在 他 生命 的 最 后 10 年 里 ， 出 
版 了 三 本 大 部 头 的 几何 学 著作 :《 几何 学 的 玫瑰 园 一 一 此 前 未 能 证 明 而 现 已 被 证 明 的 
命题 》(1671)、《 因 驳斥 著名 的 牛津 大 学 知名 教授 、 神 学 博士 约 输 沃 利 斯 而 现 出 的 数 
学 之 光 》(1672) 《此 前 未 能 证 明 、 现 已 得 到 简要 解释 和 证 明 的 几 个 几何 学 原理 和 问 
题 》(1674)， 另 外 还 有 去 世 前 一 年 出 版 的 物理 学 方面 的 著作 《自然 哲学 的 十 篇 对 话 》 
(1678)。 每 当 自己 的 观点 被 活 利 斯 驶 倒 后 ， 屡 败 屡 战 但 绝 不 放弃 的 震 布 斯 就 会 出 版 下 
应 批评 的 新 版 本 ,结果 是 沃 利 斯 再 次 驶 倒 新 的 版 本 。 

1678 年 ，90 岁 高 龄 的 霍 布 斯 似乎 仍 意犹未尽 ， 在 他 《自然 哲学 的 十 篇 对 话 》 中 提 
出 了 论述 物理 问题 的 10 个 对 话 ， 为 自己 30 多 年 来 一 直 在 提倡 的 几乎 全 部 物理 学 理论 
进行 了 勇敢 的 辩护 。 同 时 ， 他 还 忘 不 了 朱 带 批 驭 沃 利 斯 的 观点 。 

1679 年 ， 霍 布 斯 离开 了 人 世 。 
在 自己 的 一 生 中 ， 替 布 斯 耗费 了 大 量 精力 在 几 个 几何 作 图 难题 的 迷 富 里 东 撞 西 碰 。 
当 我 们 指出 他 对 几何 学 的 看 法 后 ， 就 可 以 明白 他 所 做 的 努力 是 何等 徒劳 。 
在 1656 年 的 争论 中 ， 添 利 斯 批评 替 布 斯 用 希腊 语 的 stigma 表示 “点 "， 他 指出 堆 
布 斯 本 该 用 希腊 语 stigme 表示 数学 上 的 没有 大 小 、 不 占 空间 的 “点 ”。 但 起 布 斯 却 认 
为 ， 这 两 个 词 可 以 互 换 ， 因 为 他 不 能 想象 存在 没有 大 小 、 不 占 空间 的 点 。 同 样 ， 霍 布 
斯 还 认为 线段 必须 有 宽度 。 

在 霍 布 斯 的 观念 中 ， 几 何 学 处 理 的 是 真实 物质 实体 的 问题 。 以 “几何 学 方法 本 
质 上 是 要 构造 各 种 实体 的 图 形 ” 这 一 对 几何 学 的 误解 为 前 提 ， 霍 布 斯 确信 自己 能 解决 
“化 圆 为 方 "“ 信 立方 ”等 几何 难题 。 显 然 ， 无 所 器 惯 的 霍 布 斯 没有 意识 到 自己 在 这 场 
争论 中 的 真实 地 位 。 他 虽然 懂 些 几何 ， 但 他 的 数学 修养 远 不 能 跟 沃 利 斯 相提并论 。 对 
懂 数 学 的 人 而 言 ， 两 人 的 争论 谁 是 赢 者 显而易见 。 

然而 ， 即 便 如 此 ， 在 这 场 数学 “ 民 科 ”与 数学 家 的 看 似 完 全 不 对 等 的 较 和 












































































































































Hy 











































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































EE 





























































































































































































































el 











他 I 
ns 





















































ml 












































1 处 




















皮 | 





EN 


NS ERARIAAS 


WN A D> 


CD 
ol 
D 
































于 劣势 的 霍 布 斯 却 一 直 没 有 认输 ， 没 有 承认 自己 的 低级 错误 。 随 着 他 的 去 世 ， 两 人 这 
场 持续 了 近 四 分 之 一 个 世纪 之 久 的 论战 才 落 下 了 帷幕 。 数 学 强人 沃 利 斯 或 许 最 终 会 意 
识 到 ， 训 练 耳 芍 者 说 话 (他 曾 致 力 于 此 ) 也 比 让 “ 利 维 坦 先生 ”承认 自己 在 数学 方面 的 
错误 容易 得 多 。 
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好 的 厨师 为 了 更 好 地 理解 豪 饪 、 寻 找 灵 感 ， 除 了 埋头 钻研 厨 艺 ， 往 往 还 会 周游 世界 ， 了 解 世 
界 各 地 的 饮食 文化 、 食 材 和 料理 方式 。 类 似 地 ， 如 果 你 喜欢 数学 或 者 正在 攻读 数学 系 ， 但 又 不 太 
了 解 这 门 学 科 的 历史 与 现状 ， 那 这 本 书 会 对 你 非常 有 帮助 。 你 将 会 穿越 到 过 去 ， 和 书 中 的 众多 数 
学 家 一 道 ， 在 贯穿 数学 史 的 6 个 重要 问题 中 不 断 探索 ， 不 断 前 行 ， 收 获 许 多 看 课本 和 刷 练习 题 无 
法 学 到 的 知识 。 








一 一 顾 森 ( Matrix67 ) 
《思考 的 乐趣 》 作 者 





问题 始终 是 数学 发展 的 生命 源泉 ， 如 果 一 个 学 科 没有 问题 了 ， 其 生命 力也 就 枯竭 了 。 韩 雪 涛 
的 这 本 书生 动 地 告诉 我 们 ， 自 古 及 今 ， 数 学 间 题 怎样 吸引 着 世界 上 优秀 的 人 ， 用 他 们 卓越 的 智 
慧 、 坚 万 不 拔 的 意志 ， 披 草 斩 棘 取得 一 个 个 惊人 成 就 。 这 本 书 的 故事 性 极 强 ， 很 多 数学 家 有 血 有 
肉 的 性 格 呼之欲出 : 伽 罗 瓦 的 缴获 不 驯 、 欧 拉 如 贝多 芬 一 样 在 失明 后 的 多 产 、 怀 尔 斯 的 谦逊 和 不 
屈 不 挠 、 埃 尔 德 什 浪迹 天 涯 般 地 与 人 合作 …… 这 些 精 彩 的 故事 、 优 美的 数学 、 深 及 的 思想 ， 必 将 
吸引 广大 读者 ， 追 随 着 优雅 的 魔 笠 声 ， 踏 入 数学 的 神奇 殿 党 。 








一 一 刘 新 宇 
亚马逊 中 国 研发 中 心 部 门 经 理 


“问题 是 数学 的 心脏 。” 一 个 好 的 数学 问题 不 仅 可 以 激发 人 类 的 智慧 ， 而 且 还 可 以 指引 束 
个 数学 界 前 行 的 方向 ， 探 索 更 深邃 的 数学 本 质 。 在 《下 金 蛋 的 数学 问题 》 一 书 中 ， 韩 雪 涛 老师 
从 数学 轨迹 中 为 我 们 采 撕 了 6 个 经 典 数学 问题 ， 每 一 个 都 有 自己 的 传奇 : 它 的 起 源 如 何 ， 在 数 
学 背景 下 为 什么 是 重要 的 ， 开 辟 怎 样 的 数学 分 支 。 我 们 能 够 透 过 了 解 这 些 问题 迷人 与 伟大 的 意 
义 ， 提 高 对 数学 的 认识 ， 锋 炼 头脑 和 思维 的 力量 ， 激 励 自 己 像 前 人 那样 顽强 学 习 ， 到 达 更 广阔 
与 自由 的 境界 。 
一 一 李 想 
“遇见 数学 ”公众 号 创办 人 
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